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1 Eigenschaften von Fluiden

1.1 Vorbetrachtungen

Was ist ein Fluid?

Die Stromungsmechanik befasst sich mit dem Verhalten von flieRfahiger Materie (Fluide)
unter dem Einfluss von mechanischen Kraften. Im engeren Sinne handelt es sich bei der
flieRfahigen Materie um Flussigkeiten (kondensierte, tropfbare Materie) und Gase. Als
flieRfahig erweisen sich aber auch Festkdrperschiittungen (Granulate, Staube) oder —in
Anwesenheit hinreichend grofRer mechanischer Belastung — feste Bauelemente. Die
Beschreibung der letztgenannten FlieBvorgange wird klassisch als Doméane der Rheologie
bzw. der Plastomechanik angesehen. Hier soll nur das Verhalten von Gasen und tropfbaren
FlUssigkeiten betrachtet werden.

Die Strémungsmechanik (auch als Fluidmechanik bezeichnet) stellt ein Teilgebiet der
Technischen Mechanik dar. Diese wiederum reprasentiert einen Teil der Physik. Die
Mechanik ist die Wissenschaft, die sich mit Kraften sowie mit Wirkungen von Kraften auf
Korper und Stoffen aller Art befasst. Die beobachteten Objekte konnen dabei sowohl in Ruhe
als auch in Bewegung sein. In der Lehrveranstaltung Technische Mechanik werden die
diesbezliglichen Grundsachverhalte behandelt.

Die Stromungsmechanik, die sich erst im letzten Jahrhundert zu einer selbstdandigen
Wissenschaft entwickelte, erforscht die GesetzmaRigkeiten der Bewegungen und des
Kraftegleichgewichtes sowohl von ruhenden als auch von bewegten Fluiden. Man spricht
von der Statik der Fluide, wenn die am Fluid angreifenden Krafte zu einem verschwindenden
Geschwindigkeitsvektor w = 0 fiihren. Demgemal bedeutet der Fall der Ruhe die scharfste
Einschrankung in der Kinematik. Dieses Teilgebiet befasst sich (wie in der Technischen
Mechanik dargelegt) mit der Beschreibung der Bewegung, ohne nach deren Ursache zu
fragen. Die Gesetze der Fluidstatik lassen sich insbesondere auch auf rotierende Systeme
Ubertragen, in denen das Fluid im mitrotierenden System ruht.

Die Hydrostatik studiert das Verhalten von tropfbaren Fliissigkeiten, welche sich durch groRe
Volumenbestandigkeit bzw. geringe Kompressibilitdt auszeichnen. Indessen befasst sich die
Aerostatik mit gas- oder dampfférmigen Medien in einem solchen (thermodynamischen)
Zustand, bei dem sie sich leicht zusammendriicken lassen.

Als Idealisierung des physikalischen Verhaltens spricht man von inkompressibel, wenn das
Medium einer Volumenadnderung einen groRen Widerstand entgegensetzt. Diese Aussage
betrifft auch die Fluiddynamik: Als kompressibel werden die Fluide dann betrachtet, wenn
die Stromungskinetik bzw. -krafte zu einer Dichtednderung fiihren.
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Vorlesungsskript Technische Strémungslehre (STRO) 1 Eigenschaften von Fluiden

Die weitgehende Bedeutung der Stromungsmechanik ist offenkundig. Immer wenn sich
Systeme in Fluiden (z. B. Fahrzeuge, Schiffe, Flugzeuge), oder Fluide in Systemen (z. B.
Rohrleitungen, Stromungsmaschinen) bewegen, erfiillen sie die Stromungsgesetze.

Unter den Begriffen Hydraulik (Fluid: Flissigkeit, meist Ol) und Pneumatik (Fluid: Luft)
werden heute Techniken verstanden, die , Kraftbewegungen” verwirklichen und steuern. Sie
werden auch zusammengefasst unter den Begriffen Fluidik oder Fluidtechnik. Diese beiden
Gebiete sind nicht Gegenstand dieses Skriptums. Tab. 1-1 zeigt die Einteilung der
Stromungsmechanik in ihre Unterbereiche.

Tab. 1-1: Einteilung der Stromungsmechanik
Statik der Fluide Dynamik der Fluide
(ruhendes Fluid) (bewegtes Fluid)
Hydromechanik Hydrostatik Hydrodynamik
o = const
Aeromechanik Aerostatik Aerodynamlk
0 # const Gasdynamik

Bei Gasstromungen mit Geschwindigkeiten kleiner als etwa 100 m/s sind die
Dichteanderungen so klein, dass man mit konstanter Dichte rechnen und somit die Gesetze
der Hydrodynamik anwenden kann.

Die meisten Gesetze der Stromungsmechanik gelten gleichermalen fir Flissigkeiten und
Gase. Der libergeordnete Begriff dafiir heilSt Fluid.

FlUssigkeit — z. B. Wasser Fluid
Gas — z. B. Luft }

Geschichtliche Entwicklung:

Die Bedeutung der Stromungsmechanik lasst sich auch historisch verfolgen. In der
prahistorischen Zeit musste sich der Mensch zwangslaufig mit der Wirkung von
Stromungskraften befassen, um etwa geeignete Jagdwaffen, Wasserleitungen und
Wassertransportmittel zu bauen. Im klassischen Altertum macht sich der Mensch seine
Erkenntnisse Uber Stromungsvorgange zunutze, um Schiffe, Bewasserungssysteme und
Wasserrader zu entwerfen. Aus dieser Zeit stammen z. B. auch Nivelliergerate und
Spielzeuge. Archimedes (287-212 v. Chr.) gelingt die Berechnung des hydrostatischen
Auftriebes.

Von den Romern bis zur Renaissance liegen keine wesentlichen Beitrdge vor. Im Unterschied
hierzu gibt es nach der Renaissance ein liberaus breites Spektrum an bahnbrechenden
Arbeiten. Leonardo da Vinci befasst sich um 1500 mit der Berechnung der Massenerhaltung
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Vorlesungsskript Technische Strémungslehre (STRO) 1 Eigenschaften von Fluiden

sowie mit der Verlustverringerung durch Formgebung. Er studiert des Weiteren die
Wellenbewegung, den hydraulischen Sprung und die Strémungsturbulenz sowie das
Verhalten von Freistrahlen und Nachlaufstromungen.

Evangelista Torricelli (1608-1647) findet eine mathematische Beziehung zur reibungsfreien
Berechnung des Ausflusses einer Flissigkeit aus einem GefaR.

Edme Mariotte (1628-1684) realisiert einen ersten Versuchskanal zur Messung des
Widerstandes von Kérpern in Stromungen.

Isaac Newton (1643—-1727) tragt ganz wesentlich zum Verstandnis stromungsmechanischer
Vorgange bei. Er postuliert, dass der Fluidwiderstand proportional zur
Geschwindigkeitsdifferenz ist. Als Mal fiir den Widerstand ,,normaler” Fluide (Wasser, Luft)
fuhrt er die Viskositat ein. Mit Hilfe der Differentialrechnung berechnet er das
Strémungsverhalten eines rotierenden Zylinders.

Daniel Bernoulli (1700-1782) stellt bei seinen Untersuchungen fest, dass zwischen der
Druckanderung und der Beschleunigung eines Fluids Proportionalitat besteht. Er flihrt auch
den Begriff Hydrodynamik ein.

Leonhard Euler (1707-1783) leitet die Grundgleichung der reibungslosen Stromung
(Bernoulli-Gleichung) her und fuhrt die Feldbeschreibung ein.

Jean-Baptiste le Rond d’Alembert (1717-1783) macht auf das Paradoxon aufmerksam, dass
ein reibungsfrei umstromter Korper der Stromung keinen Widerstand entgegensetzt.

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) schlagt vor, eine Stromung durch Verfolgung der
einzelnen Teilchenbahnen zu beschreiben.

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) formuliert ein Gesetz, das erlaubt, die Gestalt freier
Oberflachen bzw. Fluidgrenzflachen zu berechnen.

Der Bericksichtigung des Einflusses der Reibung in Strémungsfeldern sind Arbeiten aus den
Jahren von 1827 bis 1845 von Claude Louis Marie Henri Navier, Augustin-Louis Cauchy,

Siméon Denis Poisson und Jean Cloude St. Venant gewidmet. Diese Verfasser fihren eine
unbekannte molekulare Funktion zur Beschreibung der Reibung ein. George Gabriel Stokes
verwendet diesbeziglich die Viskositat.

Osborne Reynolds (1842-1912) studiert die Merkmale der Turbulenz. Die moderne
Stromungsmechanik hat ihren Ursprung in Arbeiten von Ludwig Prandtl (1875-1953). Mit
der von ihm entwickelten Grenzschichttheorie gelingt es, die Konflikte zwischen den
Hydraulikern und den theoretischen Strémungsmechanikern zu tUberbriicken. Die erste
Gruppe befasst sich mit technischen Anwendungen und ist haufig darauf angewiesen,
empirische Erkenntnisse anzuwenden. Indessen kennen die theoretischen
Stromungsmechaniker zwar die Bewegungsgleichungen, aber nur in seltenen Fillen liegen
entsprechende Losungen fir praktische Anwendungen vor.

1-3



Vorlesungsskript Technische Strémungslehre (STRO) 1 Eigenschaften von Fluiden

Dieser kurze Abriss kann nicht alle Errungenschaften der Fluidmechanik auffiihren. Es sollen
hier aber noch kurz einige der zum Teil sehr namhaften Forscher des 20. Jahrhunderts
stellvertretend genannt werden.

Albert Einstein (1879-1955) befasst sich in seiner Jugend mit der Bestimmung der Viskositat
von Suspensionen. Viel spater arbeitet er mit seinen Schilern auf dem Gebiet der Turbulenz.

Taylor, Richarson, Kolmogoroff, Batchelor und Rotta tragen wesentlich zur Entwicklung der
statistischen Turbulenztheorie bei. Theodore von Kdrman (1881-1963) publiziert Arbeiten,
etwa zum Themenkreis der rotierenden Scheibenstrémungen, die inzwischen als klassisch
gelten. Die sich hinter einem querangestromten Zylinder ausbildende Wirbelstrasse ist nach
ihm benannt.

Ende der 1960er Jahre werden entscheidende Fortschritte bei der Sichtbarmachung von
Strémungen erzielt. Mit entsprechenden Visualisierungstechniken belegt die Gruppe um
Kline die Existenz kohdrenter Strukturen in turbulenten Stromungen. In den 1980er Jahren
findet die von Mandelbrot entwickelte Fraktaltheorie Einzug in der Turbulenztheorie. Ohne
bestimmte Verfasser hervorheben zu wollen, muss festgestellt werden, dass die numerische
Simulation von Stromungsprozessen eine zunehmend wichtigere Rolle spielt. Diese
Entwicklung lasst sich aber nicht nur auf die starke Zunahme der Leistungen moderner
Rechner zuriickfiihren. Vielmehr ist dies eine Folge intensiver Bemiihungen im
Zusammenhang mit der Weiterentwicklung numerischer Algorithmen (z. B. die Multilevel-
Verfahren).

1.2 Dichte, Kontinuitit der Masse

Ein Fluid wird als ein Kontinuum angesehen. In einem Kontinuum ist das kleinste betrachtete
Volumenelement dV noch immer homogen, d. h. die Abmessungen von dV sind noch groR
gegeniber dem mittleren Molekilabstand im Fluid. Die Dichte g eines Fluidelements ist
definiert als der Kehrwert des spezifischen Volumens v [m3/kg]:

1 [kg
— = |25 Gl. 1-1
Q v [m3

Die Dichte ist eine Funktion des Ortes und der Zeit, d. h. r = r(x, y, z, t) fir ein kartesisches
Koordinatensystem. Bei veranderlicher Dichte spricht man von kompressiblen, bei
konstanter Dichte von inkompressiblen Fluiden.

Jedes Fluid besitzt eine Masse. Die Dimension der Masse m ist das Kilogramm [kg]. Die
Masse beansprucht Raum. Diesen Raum nennen wir das Volumen V, das die Dimension
Kubikmeter [m3] tragt. Die Dichte ist der Quotient aus Masse und Volumen:

Gl. 1-2

m [kg

Vv Im3

1-4
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1 Eigenschaften von Fluiden

Zwischen der Dichte von Flissigkeiten und der von Gasen besteht ein riesiger Unterschied,

der ungefdahr dem Faktor 1000 entspricht.

Zu beachten ist die Abhangigkeit der Dichte vom Druck p und der Temperatur T, die fur viele

Fluide in Form einer Zustandsgleichung gegeben ist. Fiir ideale Gase lautet die Gleichung

§=p-v=RS-T

mit der spezifischen Gaskonstante R des Gases.

Gl. 1-3

Im Gegensatz zu Gasen weisen Fliissigkeiten nur schwache Abhangigkeiten der Dichte vom

Druck und von der Temperatur auf.

Tab. 1-2: Dichte verschiedener Fluide bei O °C und 1 bar

Fluid Dichte @ [kg/m?3]
Helium 0,1785
Wasserdampf 0,768
Stickstoff 1,2505
Sauerstoff 1,4289
Luft 1,2928
Argon 1,784
Kohlendioxid 1,977
Mineralol 850
Wasser 998,2
Quecksilber 13595,5

(13546 bei 20 °C)

1-5
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1000
6(kg/m*) Y

990 - 100

980
9704 i
9601 -1050
950+
9401

930 T T T T T T T T T 1 i I 1
200 220 24,0 260 280 300 1000 1000 2000 3000

T{K) platm)
Abb. 1-1: Dichte von Wasser als Funktion der Temperatur T und des Druckes p

Die StoffgréRe ¢ hdngt von p und T ab. DemgemaR lasst sich fiir die Anderung der Dichte
schreiben (totales Differential):

de de
do = (—) dT + (—) dp Gl. 1-4
aT p op/
bzw. fir die relative Dichteanderung:
do 1 (69) dT 1 (69)
—==-(= +=-(=) d Gl. 1-5
e p \9T/yp p \op/rp p

Im Zusammenhang mit den oben gegebenen Erlduterungen interessiert die Anderung der
Dichte bei konstanter Temperatur, die durch den Kompressibilitatskoeffizienten S mit

==\ Gl. 1-6
ﬂT 0 ap T

ausgedriickt wird. An dieser Stelle erweist es sich zunachst als sehr instruktiv, ein ideales Gas
zu betrachten. Mithilfe des idealen Gasgesetzes lasst sich flr S schreiben:

o= (8), =

T ReT op)r  ReT R¢T 1 1

) 1 R .TT ’ pr=—"" == Gl. 1-7
1 _ ks 14 Rs'T p
e 14

DemgemadR andert sich die Kompressibilitdt beim idealen Gas wie der Druck und kann somit
eine bedeutende GrofRenordnung erreichen. Wie Tab. 1-3 belegt, nimmt S, bei Flissigkeiten
hingegen nur sehr geringe Werte an.
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Tab. 1-3: Kompressibilititskoeffizienten und Dichte ausgesuchter
Materialien (Daten fiir 1 bar und 0 °C)

StoffgréBe  Dimension Wasser Methanol Luft CO,
kg

0 — 999,8 810 1,275 1,975
m3
m?2

fr - 10° ~ 0,0001 0,0001 1,007 1,007

1.3 Massenstrom und Volumenstrom

Das Fluid bewegt sich vor einem ortsfesten Hintergrund: Es stromt. Wir stellen uns einen
ortsfesten, ebenen Ring beliebiger Form vor, dessen Querschnitt A durchstromt wird.

-

W
ad

Abb. 1-2: Strémung durch einen gedachten Querschnitt
A

Wir interessieren uns flr die Masse, die pro Zeiteinheit den Querschnitt A durchstromt. Sie
ist proportional zu A und zu . Weiter ist sie proportional zur Geschwindigkeit w des Fluids,
genauer gesagt, zu der Komponente, mit der das Fluid senkrecht zu A stromt.

m~ A Gl. 1-8
m~Q Gl. 1-9
m~w-cosa-g-4A Gl. 1-10

Die andere Komponente liegt in A und kann somit nichts tber A férdern. Fir den
Massenstrom m mit der Dimension [kg/s] erhalten wir danach:

m=w-90-A Gl.1-11

Das Produkt

V=w-A Gl. 1-12
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heift Volumenstrom und hat die Einheit [m3/s]. Somit ist

m=o-V Gl. 1-13

Ay
Abb. 1-3: Stromréhre

Wir orientieren nun zwei Ringflachen A; und A, so, dass sie senkrecht zur Strémung stehen.
Wir verbinden die beiden Ringe durch eine gedachte Réhre. Das ganze heiflt dann
Stromroéhre.

Das Wesentliche daran ist, dass das Fluid nur entlang der Réhrenwand strémen kann. Wir
setzen voraus, dass sich die Stromung tber der Zeit nicht verdndert (stationdre Stromung),
d. h., dass o und w an jedem einzelnen Punkt der Réhre konstant bleiben, wahrend sie sich
entlang der Rohre dndern kénnen.

Nun muss, da Masse nicht verschwinden oder erzeugt werden kann, diejenige
Masse, die pro Zeiteinheit durch 4, in die Stromréhre eintritt, in derselben
Zeiteinheit durch A, wieder austreten.

D. h., es gilt:
oder
Wl‘Ql'A1=W2‘Qz‘A2 Gl. 1-15

Wenn sich die Dichte des Fluids auf dem Weg von A; nach A, nicht dndert, gilt sogar:

wy A = wy - A, Gl. 1-16
D. h., der Volumenstrom bleibt konstant:

v, =V, Gl. 1-17
Wenn dariber hinaus auch noch die Querschnitte gleich sind, folgt fiir die Geschwindigkeit:

w; =W, Gl. 1-18
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Beispiel: Spritze

Kolben &

OO

Ay

Abb. 1-4: Spritze
Eine Spritze ist eine Stromrdhre mit festen Wanden und deutlicher Querschnittsverengung.
Fir sie gelten Gl. 1-14 und fir ein inkompressibles Fluid Gl. 1-17. Da somit

01 = 03 Gl. 1-19

folgt aus Gl. 1-15

A
=Lz 2 Gl. 1-20
%) A1
Die Flussigkeit innerhalb der Spritze andert ihre Dichte nicht. Stattdessen erhoht sich im
verengten Querschnitt die Geschwindigkeit. Wir erhalten fir die relative Erhéhung der

Geschwindigkeit:

Wy —W A
i Gl. 1-21

Wy Ay—4A

Beispiel: Rohrverzweigung

Vi

A
Abb. 1-5: Rohrverzweigung
Eine Stromrdhre mit festen Wanden kann sich verzweigen. Die Massenstrombilanz lautet:
my =m, +m, Gl. 1-22
und bei konstanter Dichte:
V=V, +V, Gl. 1-23

Wenn zwei Strome gegeben sind, ldsst sich der dritte ermitteln. Allein aufgrund der
Flachenaufteilung der Verzweigung lasst sich allerdings nicht sagen, wie sich die Strome

verteilen.
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1.4 Eigenschaften von Fluiden

Die Bewegung in einem Stromungsfeld hangt ganz wesentlich von den Eigenschaften der
flieRenden Materie ab. Diese Eigenschaften sind die Tragheits- und Schwerkrafte (durch die
Dichte g) ebenso wie die Reibungseffekte (Zahigkeit oder Viskositat). Eine weitere wichtige
GroRe ist die Kompressibilitat (Anderung der Dichte bei Druck- oder Temperaturerhéhung).
Sie erweist sich als ganz entscheidend hinsichtlich einer Unterscheidung von Gas
(kompressibel) und Flissigkeit (dichtebestdndig = inkompressibel).

In diesem Zusammenhang muss aber darauf hingewiesen werden, dass Gase durchaus auch
als inkompressibel angesehen werden kénnen, wenn die im Stromungsfeld auftretenden
Krafte zu keiner nennenswerten Kompression fiihren. Fir Luft gilt diese Naherung bis zu
Geschwindigkeiten von etwa 100 m/s.

Stoffgrofden und Stofffunktionen

Als StoffgroRen bezeichnet man solche physikalischen GroRen, welche eine Funktion der
Temperatur T und des Druckes p darstellen, aber nicht vom Stromungsfeld abhangen.
Hingegen liegt eine Stofffunktion vor, wenn die lokale Stromung die physikalische GrofR3e
beeinflusst.

Bei Gasen unter maRigen Driicken und reinen, fliissigen (Newtonschen) Medien lassen sich
die Dichte g, die Kompressibilitdt 5 (siehe Abschn. 1.2) und die dynamische Viskositat 7 in
guter Naherung als StoffgréRen ansehen. Darlber hinaus stellt die Oberflachenspannung o
eine StoffgroRe dar.
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2 Druck

- Gasbehalter «

Abb. 2-1: Gasbehdlter

Der Druck spielt eine entscheidende Rolle in der Mechanik der Fluide.

F [N
_F [N . 2-1
p A [mz] ¢
p — Druck auf den Kolben (Skalar), A — Flache des Kolbens

In der Technik werden verschiedene Druckbegriffe verwendet.
pabszpu_i_g'g'h:}pabs:puiAp Gl. 2-2

Absolutdruck:

Paps — Absolutdruck (gegeniiber dem Druck im leeren Raum), gemessen mit einem
Barometer (siehe Abb. 2-2 und Abb. 2-3)

Py, — Umgebungsdruck (Atmosphdrendruck — gemessen mit einem Torricelli-Barometer),
in der Literatur auch als p, bezeichnet

Ap - Druckdifferenz pg,s — Py, gezeigt durch Manometer: Uberdruck (positiv) oder
Unterdruck (negativ), gemessen mit einem Manometer (siehe Abb. 2-4)

Absolutdruck = Umgebungsdruck +/— Uberdruck/Unterdruck

a b

Abb. 2-2: Barometer zur Messung eines Absolutdrucks,
a) Fliissigkeitsbarometer nach Torricelli, b) Goethe-
Barometer (Fliissigkeitsbarometer)

2-1
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e ] | ]
/ -
— Po Po
E Po /
v
Abb. 2-3: Mechanisches Barometer mit
Membrandose
p p Po
H
W
Po ‘
! J ;
’ | | |
h - Ap Ap
B P [ Do
A :
/.
/.
a b
Abb. 2-4: Manometer zur Messung eines Differenzdrucks, a) U-Rohr-Manometer

(Fliissigkeitsmanometer), b) mechanisches Manometer mit Membrandose
Einheiten:
105 % = 100 000 Pa = 10° Pa = 1 bar = 1000 mbar
10,2 mH,0 = 100 062 Pa

760 Tor = 760 mmHg = 101 098 Pa = 1,01 - 10°Pa

Normatmosphare:

Normaldruck bei 15 °C: p,, = po = 101 325 Pa = 1,01325 bar = 1 bar
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W1, 1 W2, D2
— >
II'/,.-'——\-\.\N\\ {I_.-"'__"‘-\\
1) 2
N/ N
Abb. 2-5: Strémung zwischen zwei Positionen
2 2
w1 w3
+ « — = + . —_—
prte 2 Pzt @ 2 statische Driicke
p1 und p; Gl. 2-3
w? w2 . .
0-—undg = dynamische Driicke
2 2

Gl. 2-3 wird in Kap. 7 ausfuhrlich erlautert.
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3 Hydrostatik

3.1 Grundgleichung der Hydrostatik

Ein ruhendes inkompressibles homogenes Fluid unter dem Einfluss der
Schwerkraftbeschleunigung g. An der Oberflache herrscht immer der Umgebungsdruck. Die
Aufgabe bestehe in der Berechnung des Druckes p.

Abb. 3-1: Inkompressibles homogenes Fluid (Gersten:
Einfiihrung in die STM)

Fp — Druckkraft

G — Gewichtskraft

Kriftegleichgewicht in vertikaler Richtung:

XF,=m-Z Gl. 3-1
E,—m-g—py-A=0 Gl. 3-2
p-A—-m-g—py-A=0 Gl. 3-3
m=9p-V=p-A-h und damit in Gl. 3-3 Gl. 3-4
p-A—o-g-h-A—py-A=0 ~ A Gl. 3-5
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Das Ergebnis ist die Grundgleichung der Hydrostatik:

p=po+to-g-h Gl. 3-6

Der Druck ist an jedem Punkt im Fluid richtungsunabhdngig, also ein Skalar und resultiert,
unabhdngig von Verdeckungen oder Ausdehnung des Fluids, aus der lotrechten Strecke
zwischen Beobachtungspunkt und der Lage der Wasseroberfldche.

Aus dieser Gleichung leitet man zwei Satze ab:

Satz 1: In einer Flussigkeit herrscht in Punkten gleicher Hohe/Tiefe der gleiche Druck.

Satz 2: Der Druck wachst proportional zur Tiefe und nimmt proportional zur Héhe ab.

3.2 Anwendung der hydrostatischen Grundgleichung

3.2.1 Pascalsches Paradoxon

e Gleiche Flissigkeit

e Gleiche Hohe

e Gleiche Flache

e Verschiedenes Gewicht

Abb. 3-2: Pascalsches Paradoxon (Becker: Technische Strémungslehre)
P1=Poto-g-h P =Doto-g-h P3s=pPo+o0-g-h Gl. 3-7
p1=F A p,=F,-A ps=F;-A Gl. 3-8

P1 = P2 = D3 Gl. 3-9
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Der Bodendruck ist in allen skizzierten GefdaRen gleich. Es wirkt die gleiche Kraft F,
unabhangig vom Gewicht der Fliissigkeit. Die Druckkraft ist unabhangig von der Gefaltform,
wenn die Grundflachen gleich grol} sind.

p= g (siehe GI. 2-1)

3.2.2 Druckverlauf in kommunizierenden Réhren

Abb. 3-3: Kommunizierende
Réhren

Beispiel: U-Rohr mit zwei nichtmischbaren Fliissigkeiten

Po
h, @y
ey h g
o =5 I LI O == IR

Abb. 3-4: U-Rohr (Gersten: Einfiihrung in die STM)

Die Linie A-A wird als Bezugslinie (BZL) bezeichnet = Der hydrostatische Druck im linken
Schenkel ist gleich dem hydrostatischen Druck im rechten Schenkel des U-Rohrs (des U-Rohr-
Manometers). Wirden wir den oberen Teil Gber der Bezugslinie BZL wegnehmen, wiirde
ein System aus kommunizierenden R6hren entstehen, wie in Abb. 3-3.

PL=Po+01°9 N Grundgleichung der Hydrostatik im linken Schenkel Gl. 3-10

Pr =Po 1+ 029" h, Grundgleichung der Hydrostatik im rechten Schenkel  Gl. 3-11
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PL = Pr Driicke sind gleich an der Bezugslinie BLZ Gl. 3-12

Po+t 019 -hi=po+02-9" h; Gl. 3-13
h

% - h_z Gl. 3-14
2 1

(It. Abb. 3-4 gilt: h, /h; > 1 und g; > 0,)

3.2.3 Hydraulische Presse

Abb. 3-5: Hydraulische Presse (Gersten: Einfiihrung in die

STM)
— Fy
pL—pu+A—1+Q-g-h Gl. 3-15
F-
Pr = Dy +A—z Gl. 3-16
F, F
A—izﬁ—g-g-hl Gl.3-17
F.
Q'g'h1—>0,daQ'g'h1<<A—2 Gl. 3-18
2
F F.
A—1=A—2 Gl. 3-19
1 2
F, F
A_lzz, da AZ > A1 = FZ > F1 Gl. 3-20

Schlussfolgerung: Mit einer kleinen Kraft F; kann man eine groBe Kraft F, erzeugen.
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3.2.4 U-Rohr-Manometer zur Messung des Gasdruckes

Abb. 3-6: U-Rohr-Manometer (Becker: Technische
Strémungslehre)

BZL: ,links" = ,rechts“

pe+0c°9: hy =po + 0 g Ah (Druck der Gassaule wird vernachlassigt) Gl. 3-21

06 9 hi =0- 05 Kop Gl.3-22

P =P1=Po+0r -9 Ah Gl. 3-23

Dabei bezeichnen wir ¢, - g - Ah = Apg auch als Uberdruck py. Dieser ist positiv, wenn pg >

Do ist. Wenn p; < p,, dann ist Ap; negativ und wird auch als Unterdruck p; bezeichnet.

Vor jeder Berechnung ist zu priifen, ob nach dem Uberdruck oder dem Unterdruck Ap
gegeniiber einer Umgebung oder dem Absolutdruck p,; gefragt ist! Der Uberdruck resultiert
nur aus dem betrachteten Fluid, der Absolutdruck zuziiglich dem atmosphdrischen Druck

(= Umgebungsdruck = Luftdruck) der Umgebung.
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3.2.5 Fliissigkeitsschichten

- L4 4y P
= N
1 : |
FFEFy f ©
P2 2
(m/s2) P2 Y
J NS EE t ®
Pz
EEEE: I ©

Abb. 3-7: Geschichtete Fluide

=Pu+ZQi'9'h_i Gl. 3-24

P4=Pu+Q1‘g‘h1+92°g°h2+Q3-g-h3+Q4°g-h4 Gl. 3-25
Bei gleichen Dichten p = g; = p, = 03 = 04 vereinfacht sich Gl. 3-25 zu:

Ps=pyto-g-(hg+h,+h3+hy) Gl. 3-26
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3.3 Statischer Auftrieb

3.3.1 Archimedisches Prinzip

Beim Eintauchen eines beliebig geformten Korpers in eine Flissigkeit stellt man eine
scheinbare Gewichtsminderung fest.

Abb. 3-8: Druckkrdfte am eingetauchten Kérper

Archimedes entdeckte, dass der Betrag, um den sich das Gewicht scheinbar vermindert,
gleich dem Gewicht der verdrangten Flissigkeitsmenge ist.

Fy=0r Vg9 Gl.3-27

Vx —Volumen des eingetauchten Kérpers

Der statische Auftrieb eines vollstiandig in eine Fliissigkeit eingetauchten Korpers ist
gleich dem Gewicht der verdréangten Fliissigkeit o, - V - g.

Der Angriffspunkt ist der Volumenschwerpunkt des verdrangten Volumens. Durch den
statischen Auftrieb F, erfahrt der Koérper scheinbar einen Gewichtsverlust AG (Prinzip von
Archimedes)

AG = F, Gl.3-28

Das scheinbare Gewicht (in der Flissigkeit) entspricht der Differenz zwischen dem Gewicht
des Korpers in Luft und dem Auftrieb.
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Geen =G —F, =G — AG Gl. 3-29
FA = G — GSCh == QFl . VK . g Gl. 3-30
— G=Gsch )
Vg = Py Gl.3-31

G —Gewicht des Korpers in Luft
G — Gewicht des Korpers im vollstéandig eingetauchten Zustand

Bei bekannter Dichte g, der Flussigkeit ldsst sich das Volumen des Korpers bestimmen,
wenn man den Korper in Luft und in der FlUssigkeit ausgewogen hat. Das Gewicht des
Korpers lasst sich durch die Dichte gg ausdriicken.

G
G—QK-V-g—>V—QK—.g Gl. 3-32

Eingesetzt in V (Gl. 3-32) ergibt:

G G-G
= I Isch Gl. 3-33
k9 QF1'9
__ G Gl.3-34
Ok G—Goon OFi :

Abgewandelt lasst sich damit das Archimedes-Problem l6sen:

Zuerst Waage in Luft mit Krone auf der einen Seite, Goldklumpen auf der anderen Seite
ausgeglichen 2 Girone = Ggora (Goldklumpen, genauso schwer wie der den der Kénig dem
Goldschmied gab). Schmied behauptet, er habe alles Gold in der Krone verarbeitet.

Dann Waage in Wasser abgesenkt, Waage schlagt aus. Das Scheingewicht der echten
Goldklumpen ist groRer als das der Krone. Der Goldschmied wurde tberfiihrt.

Schwimmen:

Der Korper schwimmt, wenn ein Teil seines Volumens aus der Fliissigkeit herausragt.

Der Korper schwimmt, wenn ein Teil seines Volumens aus der Fliissigkeit herausragt

F,=G Zustand Schwimmen Gl. 3-35
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Schweben:

Der Korper ist vollig eingetaucht, weder sinkt noch steigt er

Pu
4 [ h
y —
PFI
T
Ik
°oow LA™ “
v IR AT v @
h
> <
Ap1 > Vi Pk lFG Axy <|Apy  |hk
—>| g Z—Fyi2
Fxiz ,*' h 4 1
P AKy =IK bK
my = Vi -p
Fy1 t, =t, +hy
Abb. 3-9: Kraftverteilung am eingetauchten Kérper beim Schweben
Newtonsches Kraftegleichgewicht in x-Richtung:
YXFE;=0 Gl. 3-36
0 B _Fx,12 + Fx,12 Gl. 3-37
Fx,12 == Fx,12 Gl. 3-38
Newtonsches Kraftegleichgewicht in y-Richtung:
YE,i=0 Gl. 3-39
0 == Fy’1 - G - Fy’z Gl. 3-40
F, 1 — Druckkraft, die in der Tiefe t;, von unten normal auf den Kérper wirkt
F,1=p1 Ay =[Pyt 0r g (t2+ hg)] - Ak, Gl. 3-41
F, , — Druckkraft, die in der Tiefe t,, von oben normal auf den Kérper wirkt
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3 Hydrostatik

F,2 =p; Ay = Oyt 0p - g-t2) Ak,

F; —Gewichtskraft des Korpers
Fe=mg-g=0k-Vk-9
F; — Gewichtskraft des Koérpers
Durch Einsetzen in Gl. 3-40 ergibt sich:
0=@u+om g t1) Axy—0k g hy Axy— (Dut0Or g -t2) Ay
Ok g hk Aky = Pu+0r - g t1) Agy — Pu+t0r g t2) Axy
Ok "9 ~hi Ay = Put0p g ti —Pu—0r g t2) - Agy

Ok 9 hi-Agy =0r g - (ty —t;) Aky
Mit h;, = t; — t, folgt daraus:

QK'.g'hK‘AK,y=QFl‘g‘hK‘AK,y

Beide Seiten der Gleichung entsprechen F; und damit Fy:

FG=QK‘g‘hK‘AK,y

Die rechte Seite der Gleichung entspricht F,.

FA:mFl‘9=QFz'g‘hK‘AK,y

Gl. 3-42

Gl. 3-43

Gl. 3-44

Gl. 3-45

Gl. 3-46

Gl. 3-47

Durch das Gleichgewicht dieser beiden Krafte entspricht die Auftriebskraft F, ebenfalls der

Differenz der beiden Druckkrafte in der Fllssigkeit, sogar in verschiedenen Tiefen.

Der Korper schwebt, wenn sein gesamtes Volumen in der Fliissigkeit eingetaucht in

der gleichen Tiefe verharrt.

Fy=F;=F,,—F,, Zustand Schweben

3-10
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3 Hydrostatik

3.3.2 Stabilitit schwimmender Koérper

Der Abschnitt wird noch iiberarbeitet...

Abb. 3-10:

Fléchenschwerpunkt)

Abb. 3-11:

Stabile Schwimmlage mit Kréinkung

3-11

Schwimmender Kérper — stabil ruhend — Schwerpunkt der Gewichtskraft genau
liber dem Schwerpunkt des verdréngten Fluidvolumens (hier der
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Il
I/
|

Abb. 3-12:  Bestimmung des Fléichenschwerpunktes
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3.4 Krafte auf Behalterwinde

Beispiel: Duckkraft auf eine ebene Wand

Projektion der
geneigten Wand

Abb. 3-13:  Druckkraft auf eine geneigte ebene Wand (Tiefe b gemessen
senkrecht zur Tafel)

Ein Behdlter, in dem sich ein Fluid der Dichte g befinde, sei durch eine geneigte ebene Wand
begrenzt. Auf eine vorgegebene Flache A (ibt dann die Flissigkeit die Druckkraft F aus,
deren Betrag und Angriffspunkt gesucht werden.

Im Punkt P befindet sich ein Flachenelement dA in der Tiefe h(y):
—= =cosa h(y)=y-cosa dA=b-dy Gl. 3-49
Die Kraft die auf die Innenseite des Behalters wirkt ergibt sich aus:

dF =p(y)-dA Gl. 3-50

Der Druck folgt aus

p(y) =py+0-g-y-cosa Gl. 3-53
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Der Kraftanteil dFg;, der von der Flissigkeit allein erzeugt wird, berechnet sich zu:

dFFl == dF_po dA

dFpp =py-dA+p-g-y-cosa-dA—p,-dA

dFpp=0-g-y-cosa-dA

L
Fro=b-0-g-cosa- [ y-dy
dA=b-dy

FF1=%-b-Q-g-cosa-[y2]6 A=b-L

3-14

Gl. 3-54

Gl. 3-55

Gl. 3-56

Gl. 3-57

Gl. 3-58
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4 Dynamik der Fluide - Beschreibung von Stromungen

Um die Bewegung des Fluids in einer Stromung zu beschreiben, gibt es zwei verschiedene
Darstellungsmethoden. Die Stromung in einem vorgegebenen Koordinatensystem, z. B.
kartesisch mit der Zeit, ist charakterisiert durch:

Temperatur: T=T(,y,zt) Gl. 4-1
Druck: p=p(x,y,2zt) Gl. 4-2
Dichte: o=o0(xy,2t) Gl. 4-3

Geschwindigkeit: w = {u(x,y,z,t),v(x,y,zt),w(x,y,zt)} Gl. 4-4

Es interessiert in diesem Fall nicht das Einzelschicksal einzelner, sondern das Verhalten
standig wechselnder Fluidteilchen, die einen vorgegebenen Punkt passieren.

Flr dreidimensionale Stromungen gilt:
u,v,w,p,0, T =f(x,y,2,t) ....rdumlich
Flr zweidimensionale Stromungen gilt:
w,v,0,0,T =f(X,y,t) ceverennn. eben
Fiir eindimensionale Strémungen gilt:

0,0, T =f(31) i Stromfaden, wenn stationdre Stromung

Zeitabhangigkeit

Liegt keine Zeitabhangigkeit vor, spricht man von einer stationdren Strémung. Liegt
Zeitabhangigkeit vor, spricht man von einer instationdren Stromung.

Stoffeigenschaften

e Reibungsfreie/reibungsbehaftete Stromung
e Kompressible/inkompressible Stromung
e |deales/nichtideales Gas

Inkompressibles Fluid (¢ = const.)

Ein Fluid dessen Dichte wahrend der Stromung konstant bleibt, heilst inkompressibles Fluid.
In der Literatur verwendet man auch eine andere Formulierung: Eine Stromung, bei der die
Dichte g des stromenden Fluids konstant bleibt, heillt inkompressible Stromung.
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Vernachlissigung der Temperatur T

Wenn einfache (Modell-)Fluide betrachtet werden, kann die Temperatur vernachlassigt
werden.

1. Inkompressibles Fluid (¢ = const.)
Das Temperaturfeld hat keinen Einfluss auf Druck- und Geschwindigkeitsverteilung
(Geschwindigkeitsfeld), wenn Viskositat Gber der Temperatur konstant ist.

2. IdealesGas(p =0 Ry T)
Wenn Druck p und Dichte g bekannt sind, kann die Temperatur berechnet werden.
R, ist die spezifische Gaskonstante.
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5 Viskositat und Oberflachenspannung

5.1 Viskositat
F

u -

777777777 A7 7777 777 77 727 7 7 7 77 77 7 7 7 A

t t+dat

dy

h
|
y ;—-————u-dt———i
!
S S S s
)

Abb. 5-1: Taylor-Couette -Strémung

Ein viskoses Fluid befinde sich zwischen einer festen Grundplatte und einer im Abstand h
dazu parallelen Platte, die mit der Geschwindigkeit U bewegt wird (siehe Abb. 5-1). Bei
diesem als Taylor-Couette-Stromung bekannten Vorgang bewegt sich das Fluid zwischen den
Platten jeweils relativ zu dessen Oberflachen.

Es entsteht mit der Flache A eine Tangentialkraft oder Schubspannungskraft F, die
aufgewendet werden muss, um die Relativbewegung zu bewirken.

In einem Fluid ist die Schubspannung t das Verhaltnis der Schubkraft zur Flache, an der die
Schubkraft angreift. Mit der Plattenflache A heildt das:

F
T=- Gl. 5-1
A

Haftbedingung: Am Rande haben die Flissigkeitsteilchen die gleiche Geschwindigkeit
wie die Platte.

Der Zusammenhang zwischen der Schubspannung 7 (Belastung) und dem
Geschwindigkeitsgradienten wird Reibungsgesetz genannt.

T=7]E Gl. 5-2
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Ein Fluid mit linearem Reibungsgesetz heillit Newtonsches Fluid, anderenfalls Nicht-
Newtonsches Fluid.

Newtonsches Reibungsgesetz:

T—d—u iehe GI. 5-2
=Ny (siehe GI. 5-2)

Wenn u(y) linear ist, folgt:
T=1n" - Gl. 5-3
Der Proportionalitatsfaktor n heilst dynamische Viskositdt und hat die Einheit [N-s-m‘z].

Die Fahigkeit eines Fluids, Schubspannungen zwischen zwei Schichten unterschiedlicher
Geschwindigkeiten oder zwischen dem bewegten Fluid und einer festen Wand Gbertragen zu
kdnnen, liegt in seiner dynamischen Viskositat 7. Sie wird durch molekulare Krafte
hervorgerufen und ist eine Stoffeigenschaft. Sie hangt bei maRigen Driicken nur von der
Temperatur des Fluids ab.

Die kinematische (dichtebezogene) Viskositat v ist

v=1 Gl. 5-4
e
und hat die Einheit [m? - s71].

In dieser Abhandlung werden ausschlieBlich Newtonsche Fluide behandelt.

Nicht -Newtonsches

Q:%‘;— , Fluid
Newtonsches
Fluid
o -
T

Abb. 5-2: Reibungsgesetze
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6 Massenerhaltung

Schon in der Einfihrung wird darauf hingewiesen, dass sich die Fluidstatik als Spezialfall
bewegter Fluide ansehen lasst, bei dem die kinematische Restriktion

w=wly2)={uvy}=0 Gl. 6-1

gilt. Beim Studium des Bewegungsverhaltens homogener Fluide interessieren uns der
Geschwindigkeitsvektor w (manchmal auch u, siehe Abb. 6-1), der Druck p und
gegebenenfalls die Temperatur T. Hier wird in einer eindimensionalen Form die
Kontinuitatsgleichung erklart.

Stromrohre
> Uy
u |
! Ao
1,01
Abb. 6-1: Massenbilanz an einer
Stromréhre

Die GroBen u4, 01, U, und g, stellen geeignete Mittelwerte Uber die Querschnitte (1) und
(2) dar. Uber den Mantel der Stromréhre kann keine Masse flieRen. Die Massenerhaltung
fordert fiir den Massenstrom

o0-u-A=Kkonst.bzw.mm =p;-u; - 41 =0, u, - 4, Gl. 6-2

Bei dichtebestdndigen, d. h. inkompressiblen, Medien ist o = konst. In diesem Fall nimmt
der Volumenstrom V = u - 4 einen konstanten Wert an. Wie Tab. 6-1 zeigt, liegt bei
konstanter Flache A ein konstanter Volumenstrom bzw. eine konstante Massenstromdichte
vor.

Aus didaktischen Erwigungen sei hier noch folgendes illustriert:

Volumenstrom V = dV /dt bzw. Massenstrom V = dV /dt wie Abb. 6-2 veranschaulicht,
tritt in die Stromréhre im Zeitintervall dt das Volumen dV; = A, - u, - dt ein. Bei der oben
durchgefihrten Herleitung der Kontinuitatsgleichung stellt der Volumenstrom
(Massenstrom) V (1) demgemaR nichts anderes dar, als dasjenige Volumen, (diejenige
Masse), das durch die Flache A; pro Zeiteinheit dt hindurchgeht.

Kompression: Die Kompression eines Mediums fiihrt zwar zu einer zeitlichen Anderung des
eingeschlossenen Volumens V, es findet aber kein Massentransport statt.

Tab. 6-1: Formulierungen der Kontinuitdtsgleichung (Geschwindigkeit w)
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6 Massenerhaltung

kompressibel (Gase)

o # konst.

inkompressibel

o = konst.

A # konst.

A = konst.

0w -A = konst.
o -V =1 = konst.

Massenstrom = konst.

0 - w = konst.

Massenstromdichte = konst.

w - A = konst.
V = Kkonst.

Volumenstrom = konst.
U
Massenstrom = konst.

w = konst.

Volumenstromdichte = konst.

u .!‘dr

Abb. 6-2:

Volumenstrom und zeitliche Volumendnderung

Fir kompressible Fluide (0 # konst.) bei verdnderlichem Querschnitt gilt:

m =90 -w-A = Konst.

Fir inkompressible Fluide (p = konst.) gilt:

V =w-A = Konst.

6-2
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Obige Gleichungen gelten fiir veranderlichen Querschnitt (A # konst.) der Stromréhre.
Bei konstantem Querschnitt (A = konst.) der Stromrohre gilt:
e Fir ein kompressibles Fluid

Ql'Wl'A1=Q2'W2'A2 Gl. 6-5

o - w = konst. Gl. 6-6

e Fir ein inkompressibles Fluid

Wl . Al = WZ . AZ Gl. 6-7

w = konst. Gl. 6-8

Die Geschwindigkeit w trifft senkrecht auf der Flache A auf!
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7 Energiesatz (1. HS)

7.1 Allgemeiner Energiesatz

Energiesatz bedeutet Energiebilanz. Energiebilanz bedeutet Gleichgewicht.

Abb. 7-1: Energiebilanz fiir eine Stromréhre

1, 2 — Querschnitte (Orte), fur die eine Energiebilanz aufgestellt wird

Py, —Mechanische Leistung einer Pumpe oder Energie pro Zeit

Annahmen:

e Stationdre Stromung (zeitunabhangig)
e Inkompressible Stromung (o0 = konst.)
e Reibungsbehaftete Stromung (v # 0)

Die gesamte Energie besteht aus:
dem kinetischen Energiestrom (Bewegungsenergie)

: 1.
Evin =E-m-w2 Gl. 7-1

dem Druckenergiestrom (Druckenergie)

EDruck =E'p=V'p Gl. 7-2
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dem Hohenenergiestrom (Lageenergie) — zwischen den Zustanden 1 und 2 besteht ein

Hohenunterschied (Leistung eines Kraftfeldes g)

EHE)he =m-g-z Gl. 7-3

der Reibungsenergie (als aufgespeicherte Warme)

Q=ri-c, AT
Gl.7-4
c, AT = ¢
@ [m?/s?] - spezifische technische Dissipation (Reibungsverluste)

¢, [J/(kg K)] — Warmekapazitat (die Warme, die zur Erwdrmung von 1 kg eines Stoffes um
1 K erforderlich ist)

dem zu- oder abgefiihrten Energiestrom (mechanische Leistung)

Py =m-w; Gl. 7-5

wy[m?/s?] - spezifische technische Arbeit. Uber die Arbeitsmaschine (z. B. Pumpe) oder
eine Kraftmaschine (z. B. Turbine) kann dem Volumen Arbeit zu- oder aus
ihm abgefihrt werden.

Vorzeichenregelung:

e Pumpe —plus (+), da dem Fluid (Volumen) Energie zugefiihrt wird
e Turbine — minus (—), da aus dem Fluid Energie abgefiihrt wird

Aus dem Energieerhaltungssatz
Evin + Epruck + Engne + Q + Py = konst. Gl. 7-6

Die Energiegleichung (Energiebilanz) von (1) nach (2) (1 — 2 oder andere Indizes wie i = J,
jeder Index fir einen beliebigen Ort in der Stromréhre) wird definiert zu:

Exing + Eprucier + Enshen + Pu = Exinz + Epruck2 + Enonen +Q 6177

und somit mit konstantem Massenstrom zu:

Wit pi g ki we =T Wi pp gzt g Gl. 7-8
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7.2 Inkompressible reibungslose Stromung (Bernoulli-Gleichung)

7.2.1 Geschwindigkeits-, Druck-, Hohenform
%'W12+%'p1 +m-g-zyxtm-wg =%-W22+%-p2 +m-g-z,+m-@ (Gl. 7-8)

Mit den Annahmen:
Wep =0 Q=c, AT =0 o = konst. T = Kkonst.
ergibt sich die vereinfachte Form:

%-Wf+%~p1+m-g-zl=%-W22+%'p2+rh'g'zz Gl. 7-9

Daraus werden die verschiedenen Formen der Bernoulli-Gleichung hergeleitet.

a) Geschwindigkeitsform — Gl. 7-9, geteilt durch den Massenstrom m

2 p 2
w 1 w |
=~ + = 4+ gz ==2+Z2+g-7 Gl. 7-10
2 Q 2 Q
kinetische Druckenergie potentielle Energie

Energie

b) Druckform — Gl. 7-10, multipliziert mit der Dichte o

2 2
wi _ w3
e-> t+ pm t e gzm=0 F+pte-g-z, G711
dynamischer statischer Druck geodatischer Druck

Druck

c) Hohenform — Gl. 7-11, geteilt durch die Schwerebeschleunigung (Erdbeschleunigung) g
und durch die Dichte o

2 2
w P1 w
—L — 4+ oz =24P, Gl. 7-12
2-g Qg 2-g 0-g
Geschwindig- Druckhdhe geodatische Hohe
keitshéhe
Entsprechend dem Energiesatz:
w? p
— + —+ z = konst. Gl.7-13
2-g e-g

ist die Summe aus

e der Geschwindigkeitshohe ad
e der Druckhdhe — und

e der geodatischen Hohe z

konstant.
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In Manometerrdhren (siehe Abb. 7-2) wird die Druckhéhe an der jeweiligen Anschlussstelle
angezeigt. Die Differenz zwischen der Flissigkeitshohe in der Manometerréhre und der
Fliissigkeitsoberfliche im Behilter ist gleich der Geschwindigkeitshéhe w?/(2g).

- 4
-
-
—
-
-
[—|
-
-

S
Abb. 7-2: Reibungslose Rohrstrémung

Daraus kann die Geschwindigkeit an der Anschlussstelle berechnet werden. Aus dem Beispiel
in Abb. 7-2 ist ersichtlich, dass w3 < w, und w, = wj; ist. Aus w - A = konst. ergibt sich

Wl'A1=W2°A2:W1=W2

A
Wz'A2=W3'A3 $W3=W2'A_z,dal43 >A2 $W3<W2

7.2.2 Anwendung der Energie-Gleichung

7.2.2.1 Bernoulli-Gleichung ohne Hohenglied

Bei annahernd horizontalen Flissigkeitsstromungen und bei Gasstromungen kann das
Hohenglied fast immer vernachlassigt werden, d. h. z = 0.

Die Bernoulli-Gleichung ohne Hohenglied lautet:

2 2
Q% +p, = Q% + p, = konst. Gl.7-14



Vorlesungsskript Technische Strémungslehre (FLM 1 JAS) 7 Energiesatz (1. HS)

Der dynamische Druck g (Staudruck):
W2
q = ¢~ [Pa] Gl. 7-15
Der Gesamtdruck p s
WZ
Pges = @ 3 +p [Pa] Gl. 7-16
Damit lautet die Bernoulli-Gleichung ohne Hohenglied:

Pges = q + p = Konst, Gl. 7-17

7.2.2.2  Ausflussformel nach Torricelli

Abb. 7-3: Ausflussformel nach Torricelli

Gegeben sei ein oben offenes (weites!) GefiR mit einer Offnung am unteren Ende, aus dem

reibungslos Flissigkeit in die Umgebung ausstromt. Die Bernoulli-Gleichung in Energieform

dazu lautet:
2
Aq > A, (weites GefaR) = wy; = 0 Gl. 7-19
ws Gl. 7-20
5 =9 (Z—2)=g-h 7
w,=+2-gh Gl. 7-21
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Die Ausflussgeschwindigkeit hdangt nur von der Héhendifferenz h und nicht von der
Ausflussrichtung ab. In Abb. 7-4 ist die Geschwindigkeit w, in allen drei Fallen gleich. Die
Dichte hat hier ebenfalls keinen Einfluss.

Die Ausflussformel von Torricelli gilt nur fiir h = konst. — (z; — z;) = konst.

Wenn h # konst. ist, liegt ein instationadrer Ausflussvorgang vor.

g
- 2 Ot W1=°l
h
® .
" _
e .
2 @
7. w2
Abb. 7-4: Ausfluss von Fliissigkeiten aus verschiedenen GefdfSsen

7.2.2.3  Druck im Staupunkt
¥

- : —@ Staupunkt, w=0

Abb. 7-5: Druck im Staupunkt

Beim Auftreffen einer Stromung auf ein freies Hindernis entsteht der Staupunkt. Gesucht ist
der Druck im Staupunkt (w, = 0).

Da z; = z,, ist hierfir die Bernoulli-Gleichung fiir horizontale Stromungen ohne Héhenglied
geeignet.

%.Wgo+pw=0+psnges Gl. 7-22

Der dynamische Druck pg,,, ist nicht der Druck im Staupunkt.
Der Druck im Staupunkt S (in Abb. 7-5 (2)) ist gleich dem Gesamtdruck: ps = pges-
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Beispiel: Wind gegen eine Wand

Bei einer Windgeschwindigkeit von v = 100 km/h ergibt sich mit o, = 1,2kg/m3 ein
Staudruck von

. _oLv?: N i
q_pdyn_T_%‘LE Gl. 7-23
Die daraus entstehende Kraft F
F = Payn - A Gl. 7-24

muss beim Entwurf von Hausern als Windlast beriicksichtigt werden.

Man unterscheidet STAUDRUCK (dynamischer Druck) und DRUCK IM STAUPUNKT!

Fur den Stromfaden im weit stromaufwarts gelegenen Punkt (1) (siehe Abb. 7-5) gilt:

Umgebungsdruck = p,

Geschwindigkeit = w,

W, bedeutet nicht w = oo, sondern w ist weit entfernt vom Objekt. Gleiches gilt fir den
Druck pe.

Dieser Zusammenhang erlaubt es, die Messung der Anstromgeschwindigkeit eines Korpers
auf eine Druckmessung zurlickzufiihren. Das geschieht mit zwei Sonden, dem Pitot-Rohr und
dem Prandtl-Rohr.

7.2.2.4 Pitot-Rohr (Staudrucksonde) in einer Stromung

Die Messung des Gesamtdruckes (Druck im Staupunkt) erfolgt mit einer Sonde, die sich im
stromenden Fluid befindet und deren Offnung entgegen der Strémungsrichtung gewandt ist
(siehe Abb. 7-6). Die Offnung ist (iber eine Messleitung (Rohrchen, Schlauch) mit einem
Messgerat verbunden. In der Messleitung selbst stromt kein Fluid. AusschlieRlich der Druck
wird, sofern stationar, verlustfrei bis zum Messgerat Ubertragen.

Obgleich der deutsche Fachausdruck Staudrucksonde fiir das Pitot-Rohr ist, wird damit der
Druck im Staupunkt und nicht der Staudruck (dynamischer Druck) gemessen.

Das Messgerat ist entweder ein Barometer, womit der Staudruck als Absolutdruck pg.s
gemessen wird, oder es handelt sich um ein Manometer, mit dem die Druckdifferenz zu
dessen Umgebung Ap e, P ges: Pu,ges 88Messen wird.
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/[
_>
— pges
w a4
_»\ﬂ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ~
> p
ges
——
/
Po Po
vvy vy
po < h
h - Apges
Abb. 7-6: Pitot-Rohr zur Messung des Gesamtdrucks einer Strémung, links als einfaches

Pitot-Rohr, rechts ummantelt, um Schréganstrémung zu verhindern, die das
Messergebnis stéren kénnte

Eine nach Henri Pitot benannte Sonde, die nach dem beschriebenen Prinzip funktioniert ist
das Pitot-Rohr. Durch einen AuRenmantel um das eigentliche Pitot-Rohr herum entsteht ein
ummanteltes Pitot-Rohr, das eine geringe Empfindlichkeit gegenliber Schraganstromung
aufweist. Die ummantelte Variante wird haufig in der Luftfahrt zur indirekten Bestimmung
der Fluggeschwindigkeit (Fahrt durch die Luft, Airspeed) aus dem Druck im Staupunkt

verwendet.

7.2.2.5 Statische Druckmessung in einer Stromung

\
——
Dstat
> \

(

Po Po

22 'y o

Apstar < h h = Apges
h
Pges — Dstat
Abb. 7-7: Wandbohrung zur Messung des statischen Drucks, hier in Kombination mit

einem Pitot-Rohr
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Eine echte statische Druckmessung kann nur durch eine mit dem Fluid mitbewegte Sonde
erfolgen, was in der Praxis jedoch schwierig bis unmaglich ist.

Eine ausreichend genaue Messung erfolgt daher mit einer senkrecht zur Strémungsrichtung
angebrachten Wandbohrung (siehe Abb. 7-7) in einer Rohrstromung oder mittels einer
statischen Sonde, die eine oder mehrere Bohrungen, ebenfalls senkrecht zur
Strémungsrichtung an ihrem Mantel aufweist (siehe Abb. 7-8).

In Kombination mit einem Pitot-Rohr kdnnen der statische Druck und der Gesamtdruck
gleichzeitig an der gleichen Stelle gemessen werden (Abb. 7-7).

_>
——
w
—  — e s L
—p
Dstat
Po
AR
po < h
Apstar < h
Abb. 7-8: Statische Sonde in einer Rohrstrémung

7.2.2.6  Prandtl-Rohr (Prandtl-Sonde) in einer Strémung

Wahrend mit dem Pitot-Rohr der Gesamtdruck pg.s und mit der Wandbohrung bzw. der
statischen Sonde der statische Druck p;,: gemessen wird, erméglicht eine Kombination
beider Messergebnisse die Bestimmung der Stromungsgeschwindigkeit w, wenn die Dichte o
des Fluids bekannt ist.

Aus der Bernoulli-Gleichung in der Druckform

2

w
Pges = Pdayn + Pstat = O B + Dstat (Gl. 7-16)
geht hervor, dass die Stromungsgeschwindigkeit w aus der Differenz von Gesamtdruck und
dynamischem Druck berechnet werden kann:

W2

Payn = @ = Pges ~ Pstat Gl. 7-25
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Die Geschwindigkeit w ergibt sich somit unter Kenntnis Gber die Fluiddichte g aus:

- 2
w::P@%@ﬂ=/?%m Gl. 7-26

Abb. 7-9 zeigt eine Messanordnung fir die Bestimmung der einzelnen Driicke. Mithilfe einer
nach Ludwig Prandtl benannten kombinierten Sonde, dem Prandtl-Rohr bzw. der Prandtl-
Sonde kénnen sowohl beide Messungen (statisch und gesamt) einzeln als auch direkt als
Differenz durchgefiihrt werden.

— | | Tges \
Tstat
—_— 1
w —
—E—— /: **************************************************************
> p
ges
—p
—
Po Po
AR AR
Apsiar < h
h
pges — Dstat
Abb. 7-9: Prandtl-Rohr zur Messung von Gesamtdruck und statischem Druck sowie
Temperaturfiihler flir Gesamttemperatur und statische Temperatur in einer
Rohrstrémung

Die Prandtl-Sonde besteht aus zwei konzentrisch angeordneten Rohrchen die wie das Pitot-
Rohr in das stromende Fluid hineinragen und entgegen der Stromung ausgerichtet sind. Das
innen liegende R6hrchen leitet den Druck im Staupunkt, also den Gesamtdruck, ans
Messgerat weiter. Das Innere Réhrchen ist von einem Mantel umgeben, der gegen das
innere Rohrchen abgedichtet ist. Der Mantel enthélt eine oder mehrere Bohrungen, die
senkrecht zur Stromung ausgerichtet sind. Mit diesen Bohrungen wird somit der statischen
Druck gemessen.

Werden beide Messrohrchen liber ein Manometer zusammengeschaltet, misst das
Manometer die Differenz pges — Dstar direkt (siehe Abb. 7-9), was genau den dynamischen

WZ
Druck pgyn = 0 - darstellt.
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Die Prandtl-Sonde wird haufig in der Luftfahrt zur Bestimmung der Fluggeschwindigkeit
verwendet. Fir die korrekte Geschwindigkeitsanzeige muss das Messergebnis noch
entsprechend der herrschenden Temperatur korrigiert werden, dass die Luftdichte unter
anderem von der Temperatur abhangt.

7.2.2.7 Venturi-Diise

Fir die verlustfreie Bestimmung des Massenstroms m, des Volumenstroms V oder nur der
Geschwindigkeit w in einer Rohrstromung eignet sich eine als Venturi-Diise bezeichnete
Anordnung (benannt nach Giovanni Battista Venturi, siehe Abb. 7-10).

Y P

Aq
A
I \ I 2 /
— | |
e — ’—» ***************** —_—
W1 | W2
—_— P1 | D2
-— Nl
Po Po
22 ' N
0
Ap; < h h - Ap,
h
l
Ap1,

Abb. 7-10:  Venturi-Diise zur Bestimmung des Volumenstroms, des Massenstroms oder der
Strémungsgeschwindigkeit durch Messung von zwei statischen Driicken an
verschiedenen Stellen mit verschiedenen Strémungsquerschnitten

Die Venturi-Dise besteht aus einem sich verjlingenden und stromabwarts wieder
erweiternden Teil. Sie eignet sich aufgrund fehlender Einbauten wie bei Pitot- oder Prandtl-
Sonden in der Praxis auch fir verunreinigte Fluide.

Flir inkompressible Fluide gilt nach der Kontinuitatsgleichung:

V == kOl’lSt. == Wl . Al == Wz . AZ Gl. 7-27

Die Bernoulli-Gleichung in der Druckform wird fir die Venturi-Diise wie folgt aufgestellt:

2 2
Q%+p1=9%+p2 Gl. 7-28
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Die Messung mit der Venturi-Duse ergibt entweder die statischen Einzeldricke p; und p,
oder direkt Gber ein Manometer die Druckdifferenz Ap4,

Api1, = P2 — D1 Gl. 7-29

Aus der Kontinuitatsgleich nach Gl. 7-27 wird fiir die Geschwindigkeit w,
WZ = W1 C Gl. 7-30
Ay
in die Bernoulli-Gleichung (Gl. 7-28) eingesetzt und ergibt:
2 2
Q%‘l‘pl:Q%_‘l‘pz Gl. 7-31
Aufgelost nach der gemessenen Druckdifferenz, schreibt man
AZ 2 A2
Apiy =pr—pr =2(WE —wi) =02 (1-2) Gl. 7-32
2 Az 2 A3

Fur die Stromungsgeschwindigkeit w; im nicht verengten Rohrabschnitten vor und hinter
der Venturidise ergibt sich damit

W = 2 Apiz _ |2 P2-Pa
S P Sl PR Gl. 7-33
A3 A3

Gl. 7-34

7.3 Inkompressible reibungslose Stromung mit Energiezufuhr

7.3.1 Spezifische Stutzenarbeit

Zwischen dem Eintritts- und Austrittsstutzen einer Stromungsmaschine kann dem Volumen
(stromendes Fluid) spezifische technische Arbeit w; zugefiihrt (Pumpe, Arbeitsmaschine)
oder entzogen (Turbine, Hydromotor, Kraftmaschine) werden. Anstelle dieser spezifischen
technischen Arbeit w; wird bei den Stromungsmaschinen die spezifische Stutzenarbeit Y
verwendet. Der Betrag der Stutzenarbeit ist immer positiv.

Energiezufuhr (dem stromenden Fluid zugefiihrt):

Die Energiezufuhr erfolgt von der Maschine zum Fluid. Dies geschieht mit einer
Arbeitsmaschine, z. B. mit einer Pumpe oder einem Ventilator. Die Saugseite erhalt den
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Vorlesungsskript Technische Strémungslehre (FLM 1 JAS) 7 Energiesatz (1. HS)

Index (1), die Druckseite den Index (2). Die spezifische Stutzenarbeit Y ist gleich der
spezifischen technischen Arbeit w,:

m? ]

— ;= Gl. 7-35
s< " kg

Yzwt[

Energieentnahme (dem stromenden Fluid entzogen):

Die Energieabfuhr bzw. die Entnahme von Energie erfolgt vom Fluid zur Kraftmaschine, z. B.
Turbine oder Hydraulikmotor. Laut Vorzeichenregel ist der Betrag der spezifischen
technischen Arbeit bei einer Kraftmaschine negativ (da dem Fluid Arbeit entnommen wird).

2
Y = —w, [m—z;i] Gl. 7-36
s« " kg
7.3.2 Arbeitsmaschinen in der Rohrstromung (Pumpe)

In Abb. 7-11 ist ein Teil einer Rohrleitung konstanten Durchmessers d dargestellt. Eine
Pumpe fordert Flissigkeit Gber einen HohenunterschiedH. Es sollen keine Reibungsverluste
auftreten. Durch die Arbeit der Pumpe entsteht die Druckdifferenz Ap;, von 1 — 2:

Ap1z =p2 — 1 Gl. 7-37
Spezifische Stutzenarbeit und Leistung der Pumpe
Die Energiegleichung lautet:

Pumpeneintritt + Energieufuhr = Pumpenaustritt Gl. 7-38

Die Bernoulli-Gleichung in der Geschwindigkeitsform fiir die Pumpe (Arbeitsmaschine)
zwischen dem Eintrittsstutzen (1) und dem Austrittsstutzen (2) lautet somit:

WT%+%+g-z1+wm=W7%+’2—2+g-z2 Gl. 7-39
Mit dem konstanten Stromungsquerschnitt gilt flir die Stromungsgeschwindigkeit

w; = w, = konst. Gl. 7-40
und aufgrund der konstanten geodatischen Hohe z von Pumpenein- und -austritt:

7z, = z, = konst. Gl. 7-41

vereinfacht sich Gl. 7-39 zu:

P1 D2
0 t12 0
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Gl. 7-42, aufgeldst nach der spezifischen technischen Arbeit w,,, lautet:

P2—DP1
Wiz ==, Gl.7-43
Abb. 7-11:  Pumpe in einer Rohrstrémung mit dem
Eintrittsstutzen (1), dem Austrittsstutzen (2) und einer
weiteren Stelle weiter stromabwdrts in der Rohrleitung
mit konstantem Strémungsquerschnitt
Die spezifische Stutzenarbeit Y ist dann ebenfalls
A
Y =wy, = 1;12 Gl. 7-44

Die ins Fluid Gbertragene Leitung Py, ist das Produkt aus spezifischer Stutzenarbeit und
Fluidmassenstrom m:

PM=Th'Wt12=m'Y Gl. 7-45
und mit dem Volumenstrom V

V=w-A4 Gl. 7-46

7-14
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Die Forderhohe H der Pumpe
Wenn fir die in Abb. 7-11 abgebildete Anlage die Férderhdhe bestimmt werden soll mit
wy; = w, = w3 = konst. und p; = p;3 Gl. 7-48

schreibt man die Bernoulli-Gleichung zwischen (1) und (3):
W% P1 W32 D3
7+?+g-zl+wt13=7+?+g-23 Gl. 7-49

Da die Stromungsgeschwindigkeiten und die Driicke jeweils gleich sind, vereinfacht sich Gl.
7-49 zu:

gz + We13 = 0 © Z3 Gl. 7-50
Die spezifische technische Arbeit w3 ergibt sich damit wie folgt:

Wi13 = Wi = Y = g (Z3 — Zl) Gl. 7-51
Dabei ist die Differenz von z; und z; die Giberwundene Hohendifferenz und damit die

Forderhohe H:

A
g-H=Y=% Gl. 7-52

Zwischen den Stellen (2) und (3) gilt das Gleiche, allerdings sind p, und p5 nicht gleich,
denn die Pumpe hat den Druck von (1) nach (2) erhoht:

2 2

w3 P2 w3 P3

Z2 4 P2 . — 3 4 23 . Gl. 7-53
2+Q+922 2+Q+923

p p

2+g-z,==4+g 24 Gl. 7-54
% o

A —_

%:%:g-(@—zz):g-l‘[:sz Gl. 7-55

Die Forderhdhe ist

Y
H=- Gl. 7-56
g

Die Forderhohe H einer Pumpe ist die geodatische Hohendifferenz, Giber die sie ein Fluid bei
gleichem Ein- und Austrittsdruck und der gleichen Ein- und Austrittsgeschwindigkeit in
reibungsloser Stromung férdern kann.
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Der Wirkungsgrad np der Pumpe

Der Wirkungsgrad einer Pumpe ist der Quotient aus der mechanisch ans Fluid Gbertragenen
Leistung Py, und Wellenleistung P:
Py mY m-gH

_ Pm _ Y _ < Gl. 7-57
=" P =1

und ist kleiner als eins.

7.3.3 Kraftmaschinen in der Rohrstromung (Turbine)

In Abb. 7-12 ist eine Anlage dargestellt, in der ein inkompressibles Fluid mit konstanter
Geschwindigkeit von der Stelle (1) zum Eintritt (2) einer Turbine gelangt, diese passiert und
Uber den Austritt (3) verlasst. Die Driicke an den stellen (1) und (3) sind gleich.

Abb. 7-12:  Turbine in einer Rohrstrémung mit dem
Eintrittsstutzen (2), dem Austrittsstutzen (3) und einer
weiteren Stelle weiter stromaufwdrts in der Rohrleitung
mit konstantem Strémungsquerschnitt

Spezifische Stutzenarbeit und Leistung der Turbine

Die Energiegleichung lautet:

Turbineneintritt — Energieabfuhr = Turbinenaustritt Gl. 7-58

7-16



Vorlesungsskript Technische Strémungslehre (FLM 1 JAS) 7 Energiesatz (1. HS)

Die Bernoulli-Gleichung in der Geschwindigkeitsform fiir die Turbine (Kraftmaschine)
zwischen dem Eintrittsstutzen (2) und dem Austrittsstutzen (3) lautet somit:

W7%+2_2+9'22_Wt23=wjg+%3+g'z3 Gl.7-59
Mit dem konstanten Stromungsquerschnitt gilt fir die Stromungsgeschwindigkeit

w; = w, = w3 = Konst. Gl. 7-60
und aufgrund der konstanten geodatischen Hohe z von Turbinenein- und -austritt:

Z, = Z3 = konst. Gl. 7-61

vereinfacht sich GI. 7-59GlI. 7-39 zu:

[ [4]
= _w = = Gl. 7-62
0 t23 0

Gl. 7-62, aufgeldst nach der spezifischen technischen Arbeit w;,3, lautet:

Wio3 = Gl. 7-63

Nach der Vorzeichenregel gilt dann fir die spezifische Stutzenarbeit:

_ _ Db3—D2
Y = =Wy = p

Gl. 7-64

Die vom Fluid entnommene Leitung P, ist das Produkt aus spezifischer Stutzenarbeit und
Fluidmassenstrom m:

und mit dem Volumenstrom V
Py=-V-0-Y=V-Ap,y; Gl. 7-66
Die Fallhohe H der Turbine
Wenn fiir die in Abb. 7-12 abgebildete Anlage die Foérderhoéhe bestimmt werden soll mit
Wl = W2 = W3 = kOl’lSt. und pl = p3 und Wt13 = Wt23 Gl. 7-67
schreibt man die Bernoulli-Gleichung zwischen (1) und (2):
%+g.(zl_zz)=%+g.yz%z Gl. 7-68

Die Fallhéhe H unter der Schwerebeschleunigung ist bei der gegebenen Anlage (keine
Geschwindigkeitsanderung, keine Druckanderung zwischen oberer Stelle und
Turbinenaustritt) gleich der erzielten spezifischen technischen Arbeit w;,3:
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__ Apzs
e

g -H = Wio3 = -Y = Gl. 7-69

Die Fallhohe ist die geodatische Hohendifferenz, die notwendig ware, um bei gleichem
Eintritts- und Austrittsdruck und der gleichen Ein- und Austrittsgeschwindigkeit in
reibungsloser Stromung die Turbinenleistung P,, zu erzeugen:

Y
H=22___ Gl. 7-70
g g

Der Wirkungsgrad n; der Turbine

Der Wirkungsgrad einer Turbine ist der Quotient aus der Wellenleistung P und der negativ
mechanisch aus dem Fluid entnommenen (negativen) Leistung —Py:
P P P

= —— = — = — < _
Nr Evimbrer S 1 Gl. 7-71

und ist kleiner als eins.

7.4 Inkompressible reibungsbehaftete Stromung ohne
Energiezufuhr

Inkompressible reibungsbehaftete Stromungen treten in allen realen Anwendungen auf.
Durch die beim Durchstromen auftretende Reibung entstehen Verluste, die sich als
Temperaturzunahme und als Verringerung des Druckes stromabwarts dul3ern.

Der Druck im Fluid nimmt also ab auf der durchstromten Strecke, wahrend die Warme in
gleichem MaRe (der Energie) zunimmt. Als Verlust wird dieser Zusammenhang der
Druckabnahme und Temperaturzunahme bezeichnet, da dies ein Verlust an der
Arbeitsfahigkeit — den gewdhnlichen Nutzen der Fluidstromung — des Fluids darstellt.

Die aus Abschn. 7.2 bekannte vereinfachte Form der Bernoulli-gleichung (GI. 7-9) wird um
den Verlustterm erweitert:

%.W12+%.p1+m.g.zl=%-W22+%-p2+m-g-22+Verluste Gl. 7-72

Die Druckform lautet

e.
2

]
wi+p+0-g-z,==

2'W22+p2+Q'g'Z2+Ale2 Gl. 7-73

Der Druck p, am Ende der betrachteten Stromrdéhre ist um den Druckabfall Apy,, kleiner als
bei reibungsfreier Stromung. Obige Gl. 7-73, geteilt durch die Dichte p, ergibt:

2 2
%+%+Q‘Z1=%+%+g'zz+§01z Gl.7-74

7-18



Vorlesungsskript Technische Strémungslehre (FLM 1 JAS) 7 Energiesatz (1. HS)

mit der spezifischen Dissipation (lat. fur ,Zerstreuung”) @4,:

__Apyiz
P12 = 0

Gl. 7-75

Verluste werden in zwei verschiedene Durchstromelemente klassifiziert:

e Gerades Rohr
e Rohrleitungselemente (Einbauelemente)

Betrachtet wird ein Rohrsystem mit mehreren Abschnitten (siehe Abb. 7-13). Die gesamte
Dissipation ¢4, (oder der gesamte Druckabfall/Druckverlust Apy ) ist gleich der Summe der

Verluste aller Teilsysteme.
Die in Abb. 7-13 dargestellte Anlage besteht aus folgenden Teilabschnitten

e Gerade Rohrabschnitte Ry, Ry, R; mit A4, 4,, 43
e RohrkriimmerK;, K, mit {x1, (k>
e Einbauelement Diffusor E; mit {p;rs

e Einbauelement Dise E, mit {piise

{piff A3

Abb. 7-13:  Rohrstrémung mit Pumpe und Einbauelementen

Der Gesamtverlust bei Rohrleitungen mit Ubergingen und Rohrreibung resultiert aus der
Summe der einzelnen Elementen:

— \'n L w? n w?
(pges - i=1Ai 'd—i'j+2i:15i Tl Gl. 7-76

wobei [; die Lange und d; der Durchmesser des jeweiligen Rohrabschnitts sind.
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Der Druckverlust ergibt sich aus der Multiplikation von Gl. 7-76 mit der Fluiddichte p:

—_ n L Wiz n Wiz
Apges _Q'Zi=1li°d_i'7+9'2i=1{i'7 Gl. 7-77

Strémungen kdnnen in zwei verschiedenen Formen auftreten. Die eine Form ist die laminare
Stromung, bei der keine sichtbaren Verwirbelungen oder Querstromungen auftreten. Die
andere Form ist die turbulente Strémung mit Verwirbelungen in verschiedenen GréRen.

Durch eine bedeutende Ahnlichkeitskennzahl, die Reynolds-Zahl Re (siehe Abschn. 10.2),
lasst sich anhand der Dimension und der Strémungsgeschwindigkeit die Stromung als
laminar oder turbulent unterscheiden.

Re =22 =212 Gl.7-78
Re <2320 - laminare Stromung
Re > 2320 - turbulente Stromung
Fir den Verlustbeiwert A gilt bei laminarer Strémung (nur bei laminarer!):

64
A= - (siehe nachsten Abschn. 7.5) Gl. 7-79

7.5 Reibungsbehaftete Rohrstromung

7.5.1 Druckverlust in Rohrleitungen bei laminarer Stromung

Bei laminarer Rohrstromung lasst sich der Reibungsverlust theoretisch berechnen, was bei
der turbulenten Stromung nicht mehr der Fall ist. In Abb. 7-14 ist eine horizontale
Rohrleitung mit kreisformigem Querschnitt dargestellt.

W
v
. T
w_ P — =L fé —1 R
x — —~—
- — —p— . - . .___.__....___.._q_.__l_—_ -..-w
- . :m
{ - JI \W(r)
| i
| |
!
p | /.p:py"kx |
|
dp-/\\ —_—
/P
- X

Abb. 7-14:  Laminare Rohrstrémung
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Wir betrachten einen von der ausgebildeten Rohrstrémung herausgeschnittenen gedachten
Teilzylinder mit dem Radius r und der Ldange L und bringen an ihm die Schubspannungen
und Druckkrafte an.

Der Druck nimmt linear in Stromungsrichtung ab, da der infolge Reibung entstehende
Druckabfall Gberwunden werden muss. Bei stationdrer Stromung muss der
Flussigkeitszylinder im Gleichgewicht sein. Druck- und Reibungskrafte missen sich das
Gleichgewicht halten.

Die Druckkraft wirkt auf die Flache A in x-Richtung:

(pr—p2) A= (p—pp) m-1? Gl. 7-80
Die Reibungskraft wirkt auf den Mantel in x-Richtung:
a
2'7T'T'L'T=2'7T'T'L'T)'d—v: Gl. 7-81

Durch Gleichsetzen der beiden Krafte (fiir T siehe Abschn. 5.1) erhdlt man folgende, die
Geschwindigkeitsverteilung beschreibende Differentialgleichung:

d
(pl_pz)'ﬂ‘rz=2'ﬂ'T‘L'77'd—v: Gl. 7-82
dw =222 4 gy Gl. 7-83
2n-L
Das Integral liefert fir w:
Rpi—p; pP1—D2 2 R
w=| —.r-dr=—=-r Gl. 7-84

Flir den Bereich bis zum dueren Radius R des gedachten Zylinders ist w:

_ P17DP2 2 .2
w=" (R*—717%) Gl. 7-85

Die maximale Geschwindigkeit wy, 4, tritt im Zentrum auf (r = 0):

_ _ __ b1—D2 2
Wmax =w(r=0) =7"""-R Gl. 7-86
Die mittlere Geschwindigkeit w,,, entspricht dabei genau
_1 _P17P2 p2 _ P17P2 2
Wi = S Wmax = Sl R* = 320l D Gl. 7-87

Aus der nachfolgenden Gl. 7-88 wird der Druckverlust bei laminarer Stromung bestimmt.

Wi 'n-L
DZ

p1— P2 =Apy =32 Gl. 7-88
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Der Volumenstrom V errechnet sich dann aus:

: 2 P1=P2 p2 _ TR*
= -A=1- —_— =—-": — Gl. 7-89
V=wny -A=m-R"-"7"5R" =m0 (1 — p2)
und ist proportional zum Druckunterschied zwischen Rohranfang und Rohrende und zur
vierten Potenz des Radius und umgekehrt proportional zur Rohrlange und zur dynamischen

Viskositat des Stromungsmediums (Hagen-Poiseuillesches Gesetz).

Daraus ergibt sich der Druckverlust bei laminarer Strémung zu:

—_— . ol . GI.7'90
Ap =8 —_—— 128 _—
Mit
. _ _ T 2
V—Wm'A—Wm'Z'D Gl. 7-91
folgt aus Gl. 7-90
_ L T .p2 _ 128 mnl D? Gl.7-92
Ap =128 —0i Wm ) Dc = " o Wm :
64-n-L
Ap = ——5 W Gl. 7-93

Die dynamische Viskositat 7 ist die mit der Dichte o multiplizierte kinematische Viskositat v:
n=v-o Gl. 7-94

wodurch der Druckverlust nach Gl. 7-93 mit dem im Zusammenhang mit der Stromungslehre
bekannten Term o /2 erweitert wird:

ap =Ly 64 (%) : (g) W2 - (D;m) Gl. 7-95

Nach Gl. 10-1 (siehe Abschn. 10.2) folgt fiir den Kehrwert der Reynolds-Zahl:

1 _ (L) Gl. 7-96

Re D-w

Der Druckverlust lasst sich dann direkt mithilfe der Reynolds-Zahl berechnen:

Apy, = —-=-=- w Gl. 7-97

mit dem Term 64 /Re, der als Rohrreibungszahl A bezeichnet wird:

64

= Gl. 7-98
Re
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Der Druckverlust in Rohrleitungsabschnitten wird wie folgt berechnet:

—.L.2. 2 ]
Apy = A ~ W Gl. 7-99

Diese Formel gilt auch fir die turbulente Stromung, nur lasst sich die Rohrreibungszahl 4
nicht mehr mithilfe der Reynolds-Zahl berechnen.

7.5.2 Rohrreibungszahl (Widerstandszahl)

Als Mal} fur die Dissipation in der Rohrstromung ist die Rohrreibungszahl A eingefiihrt
worden. Die Abhangigkeit der Rohrreibungszahl A von der Reynolds-Zahl Re ist im
Rohrwiderstandsdiagramm (siehe Abb. 7-15) nach der Blasiusschen Gleichung, der
Prandtlschen Gleichung und der Colebrookschen Gleichung dargestellt. Dabei ist auch der
Einfluss der Wandrauhigkeit aufgenommen. Diese ist durch die Rauhigkeitshohe kg
gekennzeichnet.
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Abb. 7-15:  Rohrreibungszahl nach der Colebrookschen Formel

Im Diagramm sind zwei Hauptbereiche dargestellt, einer fir laminare und einer fiir
turbulente Stromung. Es werden finf Kurvenbereiche unterschieden. Die Formeln fiir die
Berechnung der Rohrreibungszahl A lauten:

Bereich (1) - Hagen-Poiseuille: Laminar, hydraulisch glatt, Re < 2320

64
= — Gl. 7-100
Alam Re
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Bereich (2) - Blasius: Turbulent, hydraulisch glatt, 2320 < Re < 10°%

0,3164

Aturb = % Gl. 7-101

Bereich (3) - Prandtl: Turbulent, hydraulisch glatt, 10° < Re < 107

1
T 203 log(Re - \/Atyrp) — 0,8 Gl. 7-102
Bereich (4) - Colebrook: Turbulent, mit Rauhigkeit
1 2k 18,7
——=174-2"-1o ( 54 - ) Gl. 7-103
VAturb & d Re'\/m

Bereich (5) - von Karman-Nikuradse: Turbulent, mit Rauhigkeit, unabhdngig von Re

1 2 ks

\/m= 1,74—2 IOgT

Kurve 1 (Bereich (1)) entspricht der laminaren Strémung Re < Rey,.

Gl. 7-104

Die Kurven 2 und 3 gelten, wenn die Rauhigkeit keinen Einfluss hat (das Rohr hydraulisch
glatt ist), bei Kurve 2 bis Re = 10°.

Bei Reynolds-Zahlen tiber 10° gilt Kurve 3. Die Rauhigkeit ist so klein, dass sie den
Rohrwiderstand nicht beeinflusst. Man bezeichnet die Wand dann als hydraulisch glatt.

Ist die Rauhigkeit kg groR genug, um die Rohrreibung zu beeinflussen, sind wieder zwei
Bereiche zu unterscheiden. Im Bereich (4) hdangt A sowohl von der Reynolds-Zahl als auch
von der relativen Sandrauhigkeit kg/d ab.

Im Bereich (5) ist der Widerstand von der Viskositat praktisch unabhangig.
7.5.3 Druckverluste in Rohrelementen - Verlustkoeffizient

7.5.3.1 Grundgleichung

Apy = - g - w2 Gl. 7-105

7.5.3.2  Plotzliche, sprungartige Rohrerweiterung

Der Druckverlust in einer sprungartigen Rohrerweiterung (siehe Abb. 7-16) ist
folgendermaRen definiert:

Q

ApV == E . (W1 - W2)2 Gl. 7-106
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|Ablb'sungsgebiet
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Abb. 7-16:  Rohrerweiterung (Carnot-Diffusor)

Setzt man die obige Gleichung mit der Grundgleichung (Gl. 7-105):

Bpy =5 wi

gleich, so erhdlt man fir den Verlustkoeffizienten (:

{ .

12 - (wy — Wz)z

W

N |
N |

mit

Aq

Wl'A1=W2'A2 - W2=W1'A2

und gekdirzt durch o/2

2 A1)? 2
('W1=(W1_W1'A_) =W1'( -

2

und damit

(-2

Gl. 7-107

Gl. 7-108

Gl. 7-109

Gl. 7-110

Gl. 7-111

Diese Gleichung stellt die Widerstandszahl { einer plotzlichen Rohrerweiterung dar, bezogen

auf die groBere Geschwindigkeit w; im Rohr.

7.5.3.3  Plotzliche, sprungartige Rohrverengung (Kontraktion)

Bei einer plotzlichen Verengung in der Rohrleitung (siehe Abb. 7-17) tritt vor und nach der

Kontraktion eine Separation der Strémung auf. Dadurch schafft sich die Stromung selbst

einen glatten Ubergang. Als Folge ist der minimale Querschnitt A, = A,,;, kleiner als 4,.
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Bei der plotzlichen Kontraktion wird der Druckverlust hauptsachlich durch die Expansion von
Ag auf A, nach der Kontraktion verursacht. Daher kann man den Druckverlust durch
denjenigen des Carnot-Diffusors approximieren.

~Ablgsungsgebiet

_ Lo NI
‘ ~ ——
! \_:‘::J [
SIIhS. ITIIISS
‘ D D )
~Ay W w3 l
==l ~A >
0 -A2
— T ‘
=
e B
e e

Abb. 7-17:  Rohrverengung
Der Druckverlust ergibt sich hier wie folgt: Aus der Beziehung

Q

Apy =+ (wo — wy)? Gl. 7-112

ergibt sich fur die plotzliche Verengung mit dem , freien” Kontraktionsquerschnitt Ay:

A 2
(= (_2 _ ) Gl. 7-113
Ag

7.5.3.4  Allmahliche Rohrerweiterung (Diffusor) und allmahliche Rohrverengung
(Konfusor, Diise)

=

Abb. 7-18:  Allmdhliche Rohrverengung (Dlise, Konfusor)
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Die Reibungsverluste in einem Diffusor oder in einer Dise (siehe Abb. 7-18) werden durch
den Verlustkoeffizienten { wie folgt erfasst:

A 2
{ = (_2 _ ) Gl. 7-114
Ay

Allgemein gilt fiir die Widerstandszahl (den Verlustkoeffizienten):
Die Widerstandszahl ¢ ist eine Funktion von folgenden Faktoren:

e Rohrrauhigkeit

e Reynolds-Zahl Re

e des Winkels ¢

e Durchmesserverhiltnis d,/d,.
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10 Grundlegende Stromungserscheinungen

10.1 Vorbetrachtungen (Turbulenz)

Die bisher aufgestellten Erhaltungssatze fir

e Masse
e Energie
e Impuls

liefern nur globale Aussagen Uber das gesamte Fluid im gewahlten Kontrollraum.

Der restliche Teil der Vorlesung ist den lokalen Aussagen tGber Strémungen gewidmet. Es
werden Einzelheiten der Stromung in der unmittelbaren Umgebung eines beliebig gewahlten
Punktes betrachtet.

Turbulenz

Es gibt zwei verschiedene Strémungsformen, laminare und turbulente Strémungen.
Kennzeichen der turbulenten Stromungsform ist eine unregelmaRige, zufallsbedingte
Schwankungsbewegung, die einer geordneten Grundstromung tberlagert ist.

Geschwindigkeits-
verteilung

| -
]

—— W -

s

[
———— Wm: =

Abb. 10-1:  Versuch von Reynolds (laminare Strémung)
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Die Teilchen bewegen sich auf zur Rohrachse parallelen Stromlinien, ohne sich
untereinander zu vermischen (Grundstromung). Ein in die Rohrachse eingeleiteter Farbstrahl
mischt sich nicht mit der Grundstrémung.

An einer Beruhrungsstelle zwischen dem Festkorper und dem Fluid herrscht immer eine
Haftbedingung, das heil’t, die Geschwindigkeit des Fluids an dieser Stelle ist null.

Geschwindigkeits-
verteilung

Abb. 10-2:  Versuch von Reynolds (turbulente Strémung)

Neben der in Rohrachse gerichteten Transportbewegung treten noch Querbewegungen auf,
die zu einer standigen Vermischung der Stromungsteilchen fihren. Der Farbstrahl zerreiRt
und vermischt sich mit der Grundstromung.

Bisher wurde angenommen, dass die Geschwindigkeit in einer Rohrstromung konstant ist
(siehe Abb. 10-3):

e Eindimensionales , Feld”

e Globale Aussage (iber das gesamte Feld

W, Ws

e R Rttt e T PR PP P PP -t —— Wi =W,

Abb. 10-3:  Eindimensionales ,Feld” einer Rohrstrémung
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Wenn jedoch die Haftbedingung gilt, muss die Geschwindigkeit an der Wand null werden,
daher herrscht in einer Rohrstrémung keine konstante Geschwindigkeit, wie fir
Stromréhren bisher angenommen wurde, sondern es besteht eine
Geschwindigkeitsverteilung.

Die Geschwindigkeitsverteilungen fir laminare und turbulente Stromungen sind sehr
unterschiedlich. Die Geschwindigkeitsprofile turbulenter Stromungen (siehe Abb. 10-4b) sind
volliger und wesentlich gleichmaRiger als die vergleichbarer laminarer Stromungen (siehe
Abb. 10-4a). Fir viele praktische Rechnungen jedoch, insbesondere bei der Anwendung der
Stromfadentheorie, wird das Geschwindigkeitsprofil durch eine konstante
Geschwindigkeitsverteilung mit gleichem Volumenstrom ersetzt.

laminare Grenzschicht

! turbulente Stromung
! 1

I.V
1

| V-

a b

Abb. 10-4:  Charakteristisches Geschwindigkeitsprofile einer turbulenten Strémung,
a) laminar, b) turbulent

Bei turbulenter Stromung ist w groRer. Die Entstehung der Turbulenz beruht auf einer
Instabilitat der Stromung. An jeder Stelle einer Stromung herrscht Gleichgewicht zwischen
Tragheitskraft, Druckkraft, Reibungskraft und Schwerkraft. Schwache Stérungen der
Stromung werden im laminaren Fall von der Reibungskraft gedampft.

Bei Erhéhung der Geschwindigkeit nimmt die Reibungskraft nicht so stark zu wie die tbrigen
Krafte, so dass sie schlieBlich im Verhaltnis zu klein ist, um Storungen zu dédmpfen. Die
Storung wird angefacht und fuhrt schlieBlich zur turbulenten Stromungsform.

Man bezeichnet die laminare Stromung als Schichten-Stromung. Schichten von
unterschiedlichen Geschwindigkeiten gleiten Gbereinander.
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10.2 Reynolds-Zahl

Der Wechsel von der laminaren in die turbulente Stromungsform hangt von einer mit der
mittleren Geschwindigkeit w, dem Rohrdurchmesser d (bzw. einer anderen
charakteristischen Lange L, die von der Art der Stromung abhangt), der Dichte ¢ und der
dynamischen Viskositat n gebildeten dimensionslosen Kennzahl, der Reynolds-Zahl Re, ab:

Re — oewd wd [kg m m kg-m? i kg-m?-s? i ] Gl 10-1
T on v m3 s Pas msNs mskgms '
Ahnlichkeitsmechanik:

Stromungen, deren Reynolds-Zahlen trotz unterschiedlicher geometrischer Groen gleich
sind, heiBen mechanisch dhnlich. An folgenden Modellen wird die Ahnlichkeitsmechanik
angewendet:

e Schiffe

e Automobile

e Flugzeuge

e Weltraumkorper

Strémungen kénnen an einem geometrisch ahnlich verkleinerten bzw. vergréoRerten Modell
untersucht werden, wenn die Stromungen am Modell und am Original mechanisch dhnlich
sind, das heil3t gleiche Werte der charakteristischen Kennzahlen aufweisen. In allen
Stromungen, in denen die vier GroRen Dichte, Geschwindigkeit, Linge und Viskositat eine
Rolle spielen, ist die Reynolds-Zahl eine Kennzahl.

Bei der Rohrstromung betragt die kritische Reynolds-Zahl Rey,, = 2320.

Es gilt: Re < Rey, - Die Stromung ist laminar.
Re > Re,, - Die Stromung ist turbulent.
Beispiel 1:
Gegeben ist ein Rohr mit einem Durchmesser von d = 20 mm.

Bei welcher Geschwindigkeit wy, setzt turbulente Strémung ein? Untersucht werden sollen
eine Wasserstromung v = 107 m?/s) und eine Luftstromung v = 15 - 107 m?/s).

Wier = Reyr - = = 2320 -~ Gl. 10-2

Kritische Geschwindigkeit flir Wasser:

= 2320 110 0,116 ™
Wierw = 201073m s
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Kritische Geschwindigkeit fur Luft:

15-10‘6“’72 m
Wy = 2320 oo m 1,74 —

Beispiel 2:

Wie groR ist die Reynolds-Zahl im Blutkreislauf des Menschen (Blut: ¢ = 103 kg/m?3,
n =4-10"3 kg/(m s) in der Kapillare (d = 8 um, w = 5 mm/s) und in der Aorta
(d =20mm,w = 0,3 m/s)?

Re = — (Gl. 10-1)
Reynolds-Zahl fur die Kapillare:

103%-5-10‘3 ~8107°m _2
Re = o =10

m-s

Die Reynolds-Zahl in der Kapillare liegt im unterkritischen Bereich.

Reynolds-Zahl fiir die Aorta:

10% 403201073 m 3
Re = —= =15-10

4.10~3 ﬁ

m-s

Die Blutstromung in der Aorta liegt noch im unterkritischen Bereich.

10.3 Die Grenzschicht (Reibungsschicht)

In diesem Kapitel werden die Konsequenzen der Haftung (Haftbedingung) fir die
Umstromung von Korpern besprochen. Der einfachste und iberschaubarste Fall der
Grenzschicht liegt bei der langsangestromten Platte vor (siehe Abb. 10-5). Da die
Stromungsgeschwindigkeit an der Wand verschwinden muss (Haftung), sind starke
Anderungen der Geschwindigkeit, das heiRt, groRe Geschwindigkeitsgradienten in
Wandnéahe zu erwarten.

Bei (verschwindend) kleiner Viskositat v — 0 (in ungestorter AulRenstrémung) ergibt sich
eine (unendlich) grolRe Reynolds-Zahl Re — co mit

1
Re =%- (Gl. 10-1)
v
wobei sich die Stromung des Geschwindigkeitsprofils nur auf eine diinne Schicht unmittelbar
an der Wand beschrankt. Man spricht deshalb von Reibungsschicht oder Grenzschicht.
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Use

ungestorte Aullenstromung

L

i w— e —
— —
—

p— —

uixy) 6.:(;] Grenzschicht
VA M S L L A A A S A 4
l -

Uee

Abb. 10-5:  Geschwindigkeitsprofil an der Oberseite einer Icingsangestrémten ebenen
Platte

Vergleicht man Grenzschichtstromung und Stromung im Rohr (siehe Abb. 10-6), dann findet
man die Analogie, wenn man die Stromung von der Rohrachse her betrachtet.

IS, /f/{////// (HI1 1 1S II SS9 ISP

<  w,  freie Oberfliche — [
b

1 Wmax

] *
[

¢ mmtgiond A X

Sohle ! —_—
LY 7 g 7
i i ;

LT LT IE LTS LT LSS T LIS LA 7T S TS SIS 7
W

w oo
bt

a b
Abb. 10-6:  Vergleich der Grenzschichtstrémung (a) mit der Strémung im Rohr (b)

Die Grenzschicht entwickelt sich entlang der Kontur des umstrémten Kérpers, und zwar
nimmt im Allgemeinen stromabwarts die Grenzschichtdicke zu. Die Stromung in der
Grenzschicht kann ebenso wie die Rohrstromung laminar oder turbulent sein (siehe Abb.
10-7).

Die turbulente Grenzschicht ist dicker als die laminare, reicht also weiter in die Stromung
hinaus. Das Geschwindigkeitsprofil ist an der Wand steiler. Die Grenzschichtdicke nimmt

nach hinten stetig zu.
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Geschwindigkeitsverteilung
in der turbulenten Grenzschicht

Geschwindigkeitsverteil —
schwindigkeitsverteilung
in der laminaren Grenzschicht ]
=y 1 W,
Ot
Platte
Iaminure(.'?renzschicr'rt turbulente Grenzschicht
—T} ‘ ] '
i Umschlagpunkt ] ‘
i &
6‘.. »——;1
/ . '
—_— W L —
Ptatte
la
{
Abb. 10-7:  Vergleich der laminaren und turbulenten Grenzschicht an der
ldngsangestrémten Platte
Definitionen der Grenzschichtdicke:
Fir einen Zylinder (Durchmesser d, Stromung: laminar) gilt:
1. Im Staupunkt 60=12-d- Gl. 10-3
Red
2. An der dicksten Stelle 6, =18-d- / Gl. 10-4
Regq
Fir eine Kugel (siehe Abb. 10-8, Durchmesser d, Stromung: laminar) gilt:
1. Im Staupunkt 6, =106-d- f Gl. 10-5
Req
2. An der dicksten Stelle 6,=17-d- Gl. 10-6

:U
®
Q
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Grenzschicht

_/—\
S
Weo ——o—— ——

Abb. 10-9:  Grenzschicht am umstrémten

Abb. 10-8: Umstromte Kugel Profil (z. B. Tragfdche, Ruder)

Profil (Tragflache, Schiffsruder, siehe Abb. 10-9, gréRte Profildicke d, Stromung: laminar):

§,=12-d- /i Gl. 10-7
Reg

-d
Req = == Gl. 10-8

Langsangestromte Platte (siehe Abb. 10-10, Lange L):

L
Re = 2= Gl. 10-9
v

6 =0,37- Re %2 . — turbulente Grenzschicht am Ende der Platte Gl. 10-10

5=5. /E — laminar Gl. 10-11
w

Grenzschicht

AN
AN
—_— —
“We
Abb. 10-10: Grenzschicht an der Idngsangestrémten

Platte

Beispiel:

Der Finger (angenahert durch einen Zylinder mit d = 2 cm beschrieben) wird mit einer
Geschwindigkeit von w = 0,25 m/s durch eine Kerzenflamme bewegt (Querstrémung). Die
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kinematische Viskositit v betragt 15,11 - 107® m?/s. Welche Grenzschichtdicken & stellen
sich in der Luft bei 20 °C im Staupunkt (§;) und an der dicksten Stelle (6,) ein?

Losung fir die Grenzschichtdicke im Staupunkt:
1
60=12-d- /— (Gl. 10-3)
Reg

w-d 0252.0,02m
Re,; = = —— = 3309 (Gl. 10-4)
v 15,11-1076——

Losung fir die Grenzschichtdicke an der dicksten Stelle:

5,=18-0,02m- /L = 1,98 mm (Gl. 10-4)
330,9

Diese Schichtdicken bieten eine gewisse Zeit Schutz vor den heillen Brenngasen.

Entwicklung der Grenzschicht an einem Tragflichenprofil (Re = 10%, das heif3t, v
ist sehr klein)

reibungslose Auflienstromung

Umschlag turbulente
iaminar- turbulent Grenzschicht

laminare

Grenzschicht 8x)
p=p(x)

N ‘ -

Abb. 10-11: Grenzschicht an einem Tragfldchenprofil
(Geschwindigkeit U, £ W)

Woen-L L
Re =2 “;°° = W:j Gl. 10-12

Nach einer bestimmten Lauflange x; wird die Stromung in der Grenzschicht instabil, da die
in der Stromung beteiligten Reibungskrafte zur Dampfung von Stérungen nicht mehr
ausreichen. Es kommt zum Umschlag laminar—turbulent. Hinter dem Umschlagpunkt ist die
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Grenzschicht turbulent. Die Lage des Umschlagpunktes ist festgelegt durch die kritische
Reynolds-Zahl,

Weo' Xy

Rey, = — Gl. 10-13

die auBerdem von der Kérpergeometrie abhangt.

In der Literatur findet man die Werte von 3,2 - 10° bis 3 - 10°. Normalerweise ist mit dem
unteren Grenzwert zu rechnen. Nur bei besonders storungsfreier AuRenstrémung wird 3 -
10° erreicht.

Auller der Reynolds-Zahl gibt es noch andere dimensionslose GréRen zur Beschreibung der
Grenzschicht und damit zur Charakterisierung der Umstrémung von Korpern.

Die auf den Staudruck der Anstromgeschwindigkeit bezogene Wandschubspannung heifst
Reibungsbeiwert (Stromungswiderstandskoeffizient, Widerstandsbeiwert) ¢y, und ist wie
folgt definiert:

c _ ™w _ F

mit der umstromten Referenzflache A, die bei Fahrzeugen die Stirnflache ist und in der
Flugzeugaerodynamik die Auftriebsflache (Fligelflache).

10.4 Umstromung von Korpern

10.4.1 Widerstand und dynamischer Auftrieb
EAAF

Abb. 10-12: Widerstand und Auftrieb bei Tragfléichen

Bei der Umstromung eines Korpers wirkt vom realen Fluid auf den Korper eine Kraft F. Das
Ziel ist es, diese Kraft zu berechnen.
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In einem gewahlten Koordinatensystem (KS) bestehend aus der Anstromrichtung
(horizontal) und einer Senkrechten dazu (parallel zur Erdbeschleunigung) kann diese Kraft in
ihre Komponenten zerlegt werde. Die Komponente in Anstromrichtung ist der
Stromungswiderstand Fy,, die Komponente senkrecht dazu und parallel zur
Erdbeschleunigung ist der dynamische Auftrieb F 4.

Bei plumpen Korpern hat F praktisch die Richtung der Anstromgeschwindigkeit (siehe Abb.
10-13).

W

NN N N

Abb. 10-13: Widerstand bei plumpen Kérpern

Bei schlanken Korpern, insbesondere bei Tragflachen, kann die Richtung von F erheblich von
Wo abweichen (siehe Abb. 10-14).

Druckspannung Auftrieb
normal A

0 Widerstand

Druckspannung

Schubspannung
angential chubspannung

Abb. 10-14: Kombination der Koordinatensysteme AOW und DOR

Betrachten wir jetzt einen umstromten Korper und seine Oberflache: An der Grenzflache des
umstromten Korpers wirken in jedem Punkt eine Schubspannung t tangential zur
Grenzflache und Druck p normal zur Grenzflache (siehe Abb. 10-15). Daher setzt sich der
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Strémungswiderstand Fj,, wiederum aus einer Kraft der Schubspannungen
(Reibungswiderstand Fg) und der Druckspannungen (Druckwiderstand Fp,) zusammen.

Der Reibungswiderstand wird durch die Integration der Schubspannungen und der
Druckwiderstand durch die Integration der Druckspannungen Uber die Oberflache
berechnet.

R
w

—
—

Abb. 10-15: Strémungswiderstand, zusammengesetzt aus Reibungs- und
Druckwiderstand

Projektionsfldche

Bei plumpen Kérpern gilt F, > Fp, bei schlanken Kérpern Fp > F.

Die folgende Tab. 10-1 gibt die ungefahre Aufteilung des Widerstandes in Duck- und
Reibungswiderstand fiir einige Falle in Prozent an:

Tab. 10-1:  Aufteilung des Widerstands eines umstromten Kérpers
Korper Druckwiderstand  Reibungswiderstand
[%] [%]
Tragflache 10 90
PKW 90 10
Flugzeug 50 50
— 0 100
Wqo
— ———— ~ 10 ~ 90
Wo
\./

W

> 22 100 0
:Woo L_) 2
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Der Reibungswiderstand ist eine Funktion der Viskositat. Im Idealfall reibungsloser Stromung
tritt kein Reibungswiderstand auf. Aber auch der Druckwiderstand verschwindet. Man
bezeichnet diese Tatsache als d'Alambertsches Paradoxon.

Die theoretische Bestimmung des Kérperwiderstandes ist nicht moglich. Der
Korperwiderstand findet daher Eingang in die Berechnungen Uber die c-Beiwerte (cy,, cp,
c4), die jeweils in Laborversuchen empirisch bestimmt werden. Es gilt:

(cw,cp,cs) = f(Geometrie, Rauhigkeit, Re, Ma) Gl. 10-15
mit der Mach-Zahl Ma.

Eine Tabellierung erfolgt in Abhangigkeit des Anstellwinkels a. Fiir Standardgeometrien
findet man die c-Werte in umfassenden Tabellenwerken. Fir individuelle Objekte miissen
spezielle Versuchsreihen durchgefiihrt werden. Dies ist zum Beispiel bei jedem neuen
Automodell der Fall und ein hoher Werbefaktor.

Der Widerstandsbeiwert ¢y, ist definiert durch:

Cy = 2 —
w = §'W§o'As Gl. 10-16
Er ist eine dimensionslose GrofRe. Als Bezugsflache Ag dient hier die Grundrissflache
(Schattenflache):
As=b-L Gl. 10-17
Der Druckbeiwert ¢, ist definiert durch:
Cp = T Gl. 10-18
P2y . 10-
Der Auftriebsbeiwert ¢, ist definiert durch:
)= gt —
A %‘Wfo'As Gl. 10-19

mit F, als der wirkenden Auftriebskraft.

Bei einer Anstromung erfahrt jedes Objekt eine Widerstandskraft.

Objekte erfahren eine Auftriebskraft nur, wenn Anstromung asymmetrisch beziiglich
der Achse in Anstromungsrichtung ist.

10.4.2 Grundlagen der praktischen Tragfliigeltheorie
Das Koordinatensystem wird wie folgt definiert (siehe Abb. 10-16):

e z-Achse: Parallel zur Schwerkraft
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Abb. 10-20: Widerstand der lingsangestrémten ebenen Platte
Far die ¢y -Werte der langsangestromten Platte gelten die folgenden Formeln:
Bereich (1) - Blasius (siehe Abb. 10-20):
Laminar, hydraulisch glatt, Re < 5-10°
1,32824
Cw === Gl. 10-21
Bereich (2) - Prandtl:
Turbulent, hydraulisch glatt, 5-10° < Re < 108, L>xy
Cw = 0074 Gl. 10-22
W 3Re '
Bereich (3a) - Prandtl:
Turbulent, hydraulisch glatt, 5-10° < Re < 108, L>xy
o = 0,074 1700 Gl 10-23
W ™ Rre Re S
Bereich (3) - Prandtl-Schlichting:
Turbulent, hydraulisch glatt, 10° < Re < 10°, L> xy
0,455
Gl. 10-24

Cw —T7T—"—"—"—/"+=
W™ (logRe)258
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Bereich (4):

Turbulent, hydraulisch glatt, 10® < Re < 10°, L>xy
0,455 1700 Uco-ks
- — < i
Cw TogRe)™™ ~ Re und <100 Gl. 10-25
Bereich (5):
Turbulent mit Rauhigkeit, 10® < Re < 10°, 103 < L/kg < 10°
L\~%5 Uoo'ks
cw = (189 + 1,62 - log:-) und 2255 > 100 Gl. 10-26
S

Der Begriff ,hydraulisch glatt” bedeutet, dass die Rauhigkeit keine Rolle spielt. Fiir
Rauhigkeitshohen kg, bei denen die Rauhigkeit noch keinen Einfluss auf den Widerstand hat,
gilt die einfache Formel:

Uk
°°TS <100 — hydraulisch glatt Gl. 10-27

Uberschreitet kg diese zuldssige Grenze, dann sind zwei Bereiche zu unterscheiden:

Uoo'ks
v

> 100 — Rauhigkeit muss beriicksichtigt werden Gl. 10-28

Im Bereich (4) (Nummerierung bezieht sich auf die eingekreisten Bereichsnummern in Abb.
10-20) ist der Widerstandsbeiwert von der relativen Rauhigkeitshéhe kg/L und der
Reynolds-Zahl Re abhéngig. Im Bereich (5) nur noch von kg /L.

10.6 Ablosung

Wenn ein Koérper von einem Fluid angestromt wird, bildet sich an seiner Vorderseite ein
Staupunkt aus (siehe Abb. 10-21).

Grenzschicht

/\
S—C——
_WOo *S\_/_

Abb. 10-21: Staupunkt am umstrémten Profil

In diesem Punkt ist die gesamte kinetische Energie der Anstrémung vollstandig in Druck
umgesetzt worden.

Wir verfolgen nun den Weg eines Fluidteilchens auf einer Stromlinie nahe der
Korperoberflache (siehe Abb. 10-22).
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Grenzschicht

Abb. 10-22: Druckverteilung am Profil bei Abl6sung der Grenzschicht
mit dem Druckbeiwert c,, (siehe GI. 10-18)

e Das Fluidteilchen bewegt sich vom Staupunkt aus in ein Gebiet abnehmenden
Druckes.

e Dabei wird es beschleunigt.

e In dieser Beschleunigungsphase nimmt seine kinetische Energie zu.

e Hinter der dicksten Stelle des Korpers steigt der Druck aber wieder an.

e Das Teilchen wird infolgedessen verzogert.

e AuBerdem wirkt auf das Teilchen eine verzégernde Reibungskraft.

e Ein Teil der Energie wird dissipiert.

Als Folge davon reicht die gewonnene kinetische Energie nicht aus, um das Teilchen gegen
den Druckanstieg bis zum hinteren Ende des Korpers stromen zu lassen. Das Teilchen fangt
unter dem Einfluss des weiteren Druckanstieges an, in Gegenrichtung zu stromen. Es bildet
sich ein Rlickstromungsgebiet, dass die AuRenstromung von der Oberflache abdrangt, was
zur Ablésung der Stromung von der Wand fiihrt. Die Verhinderung der Abldsung ist durch
Absaugen der Grenzschicht moglich, wodurch diese eine konstante Dicke & erhalt.
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10.7 Umstromung einer Kugel

Die Kugel ist im Vergleich zu einem schlanken Korper ein stumpfer Kérper. Daher ist mit
Strémungsablosung zu rechnen (siehe Abb. 10-23). Der Giberwiegende Teil des
Kugelwiderstandes ist der Druckwiderstand. Dieser ergibt sich aus:

Fy
‘w=%;,z %2 Gl. 10-29

- S'Uc%o'%'Dz
In Abhdngigkeit von der Reynolds-Zahl Re mit

Uo'D

Re = Gl. 10-30
%
gilt auRerdem:
1. ¢y = % 10™* < Re < 2 (Stokes) schleichende Stromung
2. ¢y = %{i 2<Re<0,5-103 Ubergangsbereich nach Allen
3. ¢y =04 0,5-10% < Re < 2-10° unterkritisch nach Newton
4. ¢y, = 0,08 2-10° < Re < 107 uberkritisch
5 ¢y =0,2 Re > 107 transkritisch

Der Umschlag von laminarer zu turbulenter Umstromung erfolgt bei der kritischen Reynolds-
Zahl Rey, = 3 - 10°.

unterkritisch uberkritisch
a b

Abb. 10-23: Totwassergebiet hinter der Kugel (von Karmansche Wirbelstrafle), a) bei
unterkritischer Strémung, b) bei liberkritischer Strémung
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Beispiel: Freier Fall mit Stromungswiderstand

W,

Abb. 10-24: Koérper im freien Fall

Beim freien Fall in einem Fluid wirken folgende Krafte auf den Koérper:
Die Gewichtskraft G

G=F,=m-g Gl. 10-31
wirkt nach unten, der Stromungswiderstand Fy,

FW=§'WOZO'CW'A Gl. 10-32

nach oben — der Anstrémgeschwindigkeit entgegengesetzt. Die Auftriebskraft F, (statischer
Auftrieb)

Fp=0-g'V Gl. 10-33
ist ebenfalls nach oben gerichtet (0 — Dichte der Luft, V —Volumen der Kugel).

Das Kraftegleichgewicht lautet somit:
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m-gzg-wozo-cW-A+Q-g-V Gl. 10-35

Daraus ergibt sich fiir die stationdre Endgeschwindigkeit w,:

_p.gmeV_ [y (m_ :
woo_\/z 9= Jz - (2-v) 6l. 10-36

Wenn der statische Auftrieb vernachldssigt werden kann (o < gk bzw. g - V <K m), so

vereinfacht sich das Ergebnis zu:

2.0-
w, = =9 Gl. 10-37
cw oA

Rechenbeispiel:

Gegeben ist eine Kugel, mit dem Durchmesser D und der Dichte g, die in einer Flissigkeit
der Dichte p nach unten sinkt. Nach einer gewissen Zeit bewegt sie sich mit der stationdren
Sinkgeschwindigkeit w,,. Wie groR ist die Geschwindigkeit w,?

Die Masse der Kugel m ist
m=9pg-g-V Gl. 10-38

Einsetzen in Gl. 10-36 ergibt fiir die Sinkgeschwindigkeit

V-(ek—e)
= . g —= Gl. 10-39
Woo \/2 g p——
far deren Berechnung jedoch der korrekte cy,-Wert bendétigt wird. Dieser selbst hdangt
jedoch von der Reynolds-Zahl und diese wiederum von der Fallgeschwindigkeit ab. Somit
lasst sich w,, nur durch einen iterativen Prozess bestimmen.

Man geht von einem Schatzwert fir den ¢y, -Wert aus, berechnet damit w,, und die
dazugehorige Reynolds-Zahl und prift anhand des Diagramms (siehe Abb. 10-25), ob
Reynolds-Zahl und c,-Wert zueinander passen bzw. die Abweichung in einem tolerierbaren
Bereich liegt.
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104 3
Cw ¢
103 <

102

10

107

102 . -
107 1072 10" 1 10°; 10° Re 10°

0 10 w0 10
® O—+—O—+0+6-

Abb. 10-25: Verlauf des Widerstandsbeiwertes cy, der Kugel

10.7.1 Schleichende Stromung um eine Kugel in einer reibungsbehafteten
Fluissigkeit - Widerstandskraft

Ziel: Herleitung des cy,-Wertes

Die Kugel ist im Vergleich zu einem schlanken Profil ein stumpfer Kérper. Daher ist mit
Stromungsablésung zu rechnen. Im Folgenden werden wir uns mit dem
Umstromungswiderstand beschaftigen.

Kérperumstromungen bei kleinen Reynolds-Zahlen Re < 1 werden in der Technik als
schleichende Stromungen bezeichnet. Sie treten auf, wenn z. B. die Zustrémgeschwindigkeit
U, klein oder die Viskositat v des stromenden Mediums groR ist. In diesem Kapitel soll die
schleichende, inkompressible Strémung um eine Kugel mit dem Durchmesser D betrachtet
werden.

Der Umstromungswiderstand Fy, eines KOrpers setzt sich zusammen aus

e Druckwiderstand Fy, p

e Reibungswiderstand Fy, g

Gegebene GroRen: Uy, Po, Radius R, v = 1/, gesuchte GroRen: Fy r, Fy p, F, ¢y
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p P
s |

e | - Ur

Festkorper

Abb. 10-26: Umstrémung einer Kugel

10.7.1.1 Druckwiderstand
Pk Normalspannung (Konturdruck)

T Tangentialspannung (Schubspannung)
1 y

l Tx SA

Abb. 10-27: Druckwiderstand bei der Umstrémung einer Kugel
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dA=((2-m-b) R -da (b=R-sina)

Gl. 10-40
dA =2 -m-R? sina-da

Der Druckwiderstand resultiert aus der Integration der in Anstromrichtung wirkenden
Komponenten der Normalspannung (horizontale, d. h. x-Komponenten in diesem Beispiel)

dFyp = px - dAxy = px - cosa - dA
Gl. 10-41
Fyp=J, dFyp=—], px-cosa-dA

Der Druck pg ist auf der Flache dA konstant. Das Minuszeichen vor dem Integral
berlcksichtigt, dass die Krafte Fy, ,, fir 0 < a < 90° in negative x-Richtung und fiir 90° <
a < 180° in positive x-Richtung wirken.

Fyp=—[, px-cosa-2-m-R* sina-da Gl. 10-42

Der Konturdruck pg ergibt sich aus einer analytischen Losung der Navier-Stokes-Gleichung
zu

Pk = — *COS A + P Gl. 10-43

Eingesetzt in Gl. 10-42 erhalt man:
4 3 ‘U .
Fyp = fO 2-m-R?- (E-nTw-cosa —poo) -cosa - sina - da Gl. 10-44
Mit der Losung des Integrals

31Uq , .
I = 2mR?* - (fOﬂEnTcosz a-sina-da— fonpoo -cosa-sina - da) Gl. 10-45

n3nU .
I = [[21-=cos?q-sina - da
02 R Gl. 10-46

s .
Iy = || Pw - cosa - sina - da

Substitution:

cosa =z = -—sinada=dz Gl. 10-47
3 U 3 -U 1
11=f—--"—°°-zzdz=——-"—°°-(-z3) Gl. 10-48
2 R 2 R 3
3 NUe (1
I =—-2.1=. (—cos3 a) Gl. 10-49
2 R 3
3 NUe 1 U
[ =—212. 2 (c1—-1) =1 Gl. 10-50
2 R 3 R
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Fir Integral 2 erhalten wir

12=poo-fzdz=poo-%-zz Gl. 10-51
I, = —Po - (% cos? a) Gl. 10-52
L ==, - (1-1)=0 Gl. 10-53

Damit erhalten wir fur Fy, p:

Fyp=2-m-R*- T2 =271 R Uy Gl. 10-54

10.7.1.2 Reibungswiderstand

Der Reibungswiderstand Fy, r ergibt sich aus der Integration der horizontalen x-
Komponente der Tangentialspannungen dFy, = |t| - dA, die vom Fluid auf die Kontur
Ubertragen werden, also:

Fwr = Jp, dFwr = [, |t]-sina dA Gl. 10-55

Die vom Fluid auf die Kugel ibertragene Schubspannung t ergibt sich ebenfalls aus einer
analytischen Losung der N-S-Gleichung zu:

3UxSina

= — Gl. 10-56
T n 2 R
Damit kann der Reibungswiderstand durch Integration bestimmt werden.
3 Ugo Si . .
Fyr= fonnzﬂ -sina - 2w R? - sina da Gl. 10-57
Fyr = fon 3nn Uy, Rsin® a da Gl. 10-58
A
Fyr = [, 4mmUc,R da Gl. 10-59
Damit betragt die gesamte Widerstandskraft Fy, = Fyy, p + Fiy g:
Fy, = F F
w = Fwp + wr Gl. 10-60
= 6mnNU,R
Mit dem Ausdruck fir die Widerstandskraft
Fy = CW% UZmR? Gl. 10-61
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lasst sich der dimensionslose cw-Wert fiir diesen Fall berechnen:

2R 2(6mNUxR 12 24
Cw = o = (Uj o) _ 12 _ 24 Gl. 10-62
00 eUS&TR UwxR QExD
Mit
UsoD UsD
Re = —== = o=~ Gl. 10-63
v n
erhalt man schlieBlich
24
cw =~ Gl. 10-64

10.7.2 Kugelumstromung in einer reibungslosen Fliissigkeit

Geschwindigkeitspotential ¢ der Stromung

Losung der Laplace-Gleichung mit den dazugehorigen Randbedingungen - der
Satz allein sagt gar nichts aus.

Abb. 10-28: Kugelumstrémung

Das Problem ist rotationssymmetrisch zur x-Achse und wird in den Kugelkoordinaten

X=T1-cosa
y=r-sina-cosf Gl. 10-65
Zz=r-sina-sinf

formuliert, da sich der Rand dann als Flache r = konst. besonders einfach beschreiben |&sst.
Um das gesuchte Geschwindigkeitspotential ¢ zu finden, muss die Laplace-Gleichung gel6st
werden.
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